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SUR LE 



CARACTÈRE QUADRATIQUE DU NOMBRE 2, 



PAR T..J. STIELTJES («), 



1. Soit p un nombre premier impair. Les nombres plus petits (pie />, à 
l'exception de p — ij 

peuvent cire partagés en deux groupes, suivant qu'ils sont des résidus ou 
des non-résidus quadratiques de p. Le premier groupe 

(A) nr, flr', a", 

contient alors tous les résidus, le second groupe 

(B) b, b\ b\ ... 

tous les non-résidus <pii se trouvent parmi les noujbrcs i, 2, ...,/> — 2. Si 
/; — I ou — I est résidu quadrati(pic, le groupe (A) contient tous les ré- 
sidus de /?, excepté /> — i , et le groupe (B) est formé de Tensemble de tous 
les non-résidus de p. Si, au contraire, — i est non-résidu quadrali<|ue, 
alors le groupe (A) contient tous les résidus, le groupe (B) tous les non- 



(*) Traduction du travail suivant : Over het quadratische resl-karakler van het i^etat 1 
{Nieuw Archief voor Wiskunde, t. 1\, p. iy3-i9'5; i88'2). 
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ri'sidus, exceplc /> — i. Dans le premier cas, le groupe (A) contient alors 

ry 

^^ nombres et le groupe (B) en contient ^"" ; dans le second cas, (A) 



2 c; I \ / 2 



on contient — — ^ et (B) 

2 ^ ^ 2 

Mais il est maintenant facile de voir que le groupe (B) est toujours 
formé d'un nombre pair de nombres. On peut, en effet, réunir les nombres 
de (B) en couples, en assemblant deux nombres b et // de (B) lorsque 

bb'~\ (mod/?). 

Les nombres d'un couple sont toujours inégaux; car de b = b' suivrait 
b^-~- 1 d'où 6 = 1 ou b = p — i; mais le nombre i ne se présente jamais 
dans le groupe (B) pendant que p — i ne se présente ni dans (A), ni 
dans (B). 

Donc, si ^ est pair, c'est-à-dire si p est de la forme ^n -hi, alors 

—- — est le nombre des non-résidus (mod/>); (B) contient tous les non- 

résidus de /? et — i est résidu de p. Si, au contraire, - — ^ est impair, c'esl- 

à-dire si p est de la forme l\n-\-'i^ alors nécessairement — i est non- 
résidu de p. 

On a maintenant établi à la fois les conclusions suivantes : 
Pour p = /\n -\- I, (A) contient tous les résidus, excepté le résidu/? — i; 
le nombre des nombres de (A) est 2/i— i; (B) contient tous les non- 
résidus, leur nombre est 2//. 

Et pour /> = 4^î-^3, (A) contient tous les résidus, leur nombre est 
2w -h i; (B) contient tous les non-résidus, excepté le non-résidu /? — i ; le 
nombre des nombres (B) est 2n, 

2. En ajoutant l'unité à tous les nombres a, a% a", . . ., 6, 6', b'\ . . ., on 
obtient les groupes de nombres 

(A') a-hï, a'-f-i, a"'-f-i, ..., 

B') 64-1, 6'4-i, b'-hï, ..., 

(jui forment ensemble tous les nombres 

2, 3, 4i • •» p — U 
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de sorte que dans (A') et (B'), simultanément, on trouve les non- 
résidus et les ^-^^^ résidus de/>, c'est-à-dire tous les résidus excepté i. 

Le nombre des nombres (B') est pair, et, parmi les nombres de (B'), on 
trouve autant de résidus que de non-résidus de p. Car, si b et b' sont deux 
nombres de (B) qui forment un couple 

alors, on a 

64-1=6(6' -M), 

et, si b est non-résidu, un des nombres 6-+-1, 6'-t- i est ainsi résidu, l'autre 
non-résidu. 

En liaison avec ce précède, on a cette conséquence que pour/>= 4^* -^ ' 

(B') est formé de —, — =: n résidus et de —. — = n non-résidus, 
et, par conséquent, 

(A') de ^—, — = /i — I résidus et de —. — = n non-résidus. 
4 4 

Mais, si /? = 4^ ■+- 3, alors 

(B') contient S-—. — = n résidus et n non-résidus, 

4 

et, par conséquent, 

(A') contient f—, — == n résidus et —. — = /i -+- 1 non-résidus. 

4 4 

3. Le caractère quadratique de 2 peut maintenant être déterminé comme 
il suit. Les cas de/? =^t\n-\-i^p=^[\n-\-Z doivent être traités séparément. 

L p ^ !\n -\- i , 
Dans ce cas, (B) contient tous les non-résidus de /?, donc 



Lui 
(x — b){x — h'){x^ h"). , .^ X ' H- r (mod/>). 



RECHERCHES 



Sl'R LA 



COMPRESSIBILITÉ DES DISSOLUTIONS, 

PAR M. Henri GILBAULT, 

Agrégé de l'Université, Professeur de Physique au Lycée de Toulouse. 



1. 

Depuis longtemps, les physiciens ont cherche à pénétrer la nature de la 
dissolution d'un solide dans un liquide. Au début, ces recherches étaient au 
moins autant théoriques qu'expérimentales; on avait fait des hypothèses; on 
avait admis, par exemple, que, lors de la dissolution, les molécules des corps 
se répartissent entre les molécules du dissolvant, ou encore que le corps 
solide se combine avec une partie du dissolvant pour former un hydrate qui 
se mélange ensuite au reste du liquide. Ces hypothèses conduisent né- 
cessairement à des conséquences différentes; il faut donc les abandonner 
et se contenter, jusqu'à ce qu'on ait une connaissance approfondie des dis- 
solutions, de faire de nombreuses études expérimentales sous des points de 
vue différents, de façon à serrer le phénomène, à l'entourer et à en approcher 
de plus en plus. Ces travaux d'approche sont déjà en bonne voie, et il n'y a 
pas lieu de s'en étonner, puisqu'on les trouve conduits par des savants tels 
que MM. de Coppet, Guldberg, Kohlrausch, Bouty, Raoult, etc. 

Or, au cours d'un travail sur la variation de la force électromotrice des 
piles avec la pression (*), j'ai été conduit à chercher si l'on ne devait pas 
tenir compte, dans les calculs, de la compressibilité des dissolutions salines 
employées pour le montage des couples en étude. J'ai donc mesuré la com- 
pressibilité de quelques dissolutions salines; mais, ayant cru trouver une 
loi dans les résultats que j'avais, j'ai poursuivi ces recherches avec l'espoir 
qu'elles pouvaient apporter un élément nouveau à la connaissance des disso- 

(>) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1891. 

Fac. de T, — XI. B. I 
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dans le sens de sa longueur. 11 conclut de ses expériences, entreprises jus- 
qu'à 200**™ et exécutées sur Teau et les solutions salines, que, comme 
Favaient déjà indique CoUadon et Sturm (' ) pour l'eau, 

Les coejfficients moyens de compressibilité sont constants aux diffé- 
rentes pressions y 

Et que, en outre, 

La compressibilité des dissolutions salines est toujours plus faible que 
celle de Veau, 

Les expériences précédentes laissent une certaine incertitude sur la valeur 
du coefficient K qui est déterminé par une expérience indirecte; elles sont, 
en outre, peu nombreuses, ce qui a engagé Regnault (') à les reprendre. 
L'appareil dont il se servait était un piézomètre à forme géométrique 
exacte : c'était, soit une sphère de métal dont on connaissait les rayons in- 
térieur et extérieur, soit un cylindre à bases hémisphériques; dans l'un et 
l'autre cas, le piézomètre était surmonté d'une tige thermométrique de 
verre bien calibrée. En outre, l'appareil était monté de façon que Ton pût 
exercer sur le piézomètre : i" une pression extérieure; 1^ une pression ex- 
térieure et intérieure; 3*^ une pression intérieure seulement. De cette façon, 
on pouvait observer trois compressibilités apparentes qui permettaient, au 
moyen des formules de compressibilité, de déterminer le coefficient de 
compressibilité vrai du liquide employé. 

Regnault, avec l'appareil précédent, a étudié particulièrement l'eau, mais 
avec des variations de pression très faibles, et il n'est pas étonnant que, 
malgré son habileté opératoire et l'exactitude de sa méthode, il ait trouvé, 
comme ses prédécesseurs, que le coefficient de compressibilité est indépen- 
dant de la pression. Avec le même appareil et avec la même méthode, 
Grassi (') a déterminé le coefficient de compressibilité d'un certain nombre 
de liquides et de dissolutions salines à diverses températures et sous diverses 
pressions. Il résulte de ses recherches, comme l'avait déjà trouvé Aimé, que 
les dissolutions salines sont moins compressibles que Teau; en outre 

Leur compressibilité moyenne est d^ autant plus faible que la teneur 
en sel est plus grande. 



(*) GoLLADON et Sturm, Ann. de Chim, et de Phys., 2* série, t. XXXVI, p. ii3 et 225; 
1827. 
(*) Regnault, Mémoires de l* Académie des ScienceSj i. XXI, p. ^ic^] i847' 
(') Grassi, Jnn, de Chim, et de Phys,, 3* série, t. XXXI, p. 487; i85i. 
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gré cela, M. Cailletet continue à croire que le coefficient de compressibilité 
est indépendant de la pression. 

En 1886, MM. Rtintgen et Schneider (*), dans un travail très étendu, 
laissent de côté toute considération sur la variation du coefficient de com- 
pressibilité avec la pression; pour chercher une relation entre la compres- 
sibilité résultant d'une même variation de pression et la tension superfi- 
cielle des liquides, ils emploient deux piézométres comprimés de la même 
façon et dont l'un renferme de l'eau, tandis que l'autre contient une solution 
saline; chaque expérience fait ainsi connaître immédiatement le rapport 
des compressibilités apparentes de ces deux liquides. Dans cette étude, 
MM. Rontgen et Schneider sont arrivés au résultat suivant, qui seul nous 
intéresse : 

Le coefficient moyen de compressibilité des dissolutions salines ne 
diminue pas linéairement lorsque la concentration augmente, mais ces 
deux quantités sont reliées entre elles comme les ordonnées et les ab- 
scisses d'une hyperbole. 

Ces expériences corroborent celles d'Aimé et de Regnault et établissent 
nettement que la compressibilité des solutions décroît lorsque la concentra- 
tion augmente. 

L'année qui suivit la publication des expériences de MM. Rontgen et 
Schneider vit paraître celle de Schumann (^). Ce physicien étudie, par la 
méthode de Regnault, la compressibilité des dissolutions étendues de 
chlorures métalliques et croit devoir énoncer le résultat suivant : 

Pour une même concentration, la dilTérence entre la compressibilité 
d'une dissolution saline et celle de l'eau est inversement proportionnelle au 
poids moléculaire du sel employé. Mais M. Schumann, dans certaines expé- 
riences, trouve que la variation du coefficient de compressibilité avec la 
concentration des solutions ne varie pas régulièrement; on ne comprend 
donc pas très bien l'énoncé de la loi précédente qui suppose non seulement 
une décroissance régulière de la compressibilité avec la concentration, mais 
encore la même loi de décroissance pour les difîércntes solutions. 

Enfin, nous arrivons à la dernière et, sans conteste, à la plus importante 
des publications sur la compressibilité des liquides. En 1898, M. Amagat(') 



(1) Rontgen et Schneider, Wied. Ann., t. XXIX, p. i65; 1886. 

(') Schumann, Wied, Ann., t. XXXI, p. 14 ; 1887. 

(') Amagat, Annales de Chimie et de Physique y 6* série, t. XXIX, p. 68 et 5o5. 
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publiait un Mémoire magistral, fruit de longues années de travail, sur la com- 
pressibilité des fluides et en particulier des liquides. M. Amagat a opéré 
par deux méthodes : 

1*^ Par la méthode des contacts électriques, réservée aux températures 
peu élevées. Un piézomètre en verre, ouvert par le bas, fermé par le haut, 
a, sur sa tige, une série de fils de platine soudés normalement et pénétrant 
jusqu'à l'intérieur; le piézomètre plonge, par la partie inférieure, dans du 
mercure et est placé dans un bloc d'acier dans lequel on comprime de l'eau, 
ce qui fait qu'il reçoit à la fois une pression en dedans et en dehors. Le mer- 
cure monte, sous l'influence de cette pression, dans la tige du piézomètre, 
et, lorsqu'il arrive au contact des diflerents fils de platine, il ferme des cir- 
cuits électriques dont les courants font dévier un galvanomètre. Le bloc de 
compression est entouré d'un manchon en laiton dans lequel on peut mettre 
de la glace ou de l'eau chaude. 

2^ Par la méthode des regards, M. Amagat a pu opérer entre des limites 
de température plus étendues : il a pu faire des expériences depuis o® jusqu'à 
200" C, tout en faisant varier la pression de 1**™ à 1000^*". Pour les expé- 
riences faites suivant cette méthode, le bloc de compression est surmonté 
d'un cylindre d'acier très résistant, muni de deux regards qui permettent 
de voir à l'intérieur le piézomètre. Ce piézomètre est en verre, ouvert par 
la partie inférieure qui plonge dans du mercure, et porte une série de traits ; 
il est supporté par une tige d'acier passant, à frottement, dans une boîte à 
cuirs, ce qui permet, en agissant sur cette tige au moyen d'une vis d'acier 
mobile dans un écrou fixé à l'appareil, de déplacer le piézomètre et mettre 
chacun de ses traits dans la visée des regards : on exerce alors une pression 
telle que le mercure apparaisse. Le cylindre d'acier qui contient la tige du 
piézomètre est entouré d'une double enveloppe dans laquelle on fait circuler 
une vapeur qui peut élever la température. 

Ces méthodes sont irréprochables et la concordance des nombres montre 
avec quel soin extrême les expériences ont été faites. Au moyen de ces 
données, M. Amagat a pu calculer le coefficient de compressibilité vraie à 
la pression p^ à la température / et rapporté à l'unité de volume 

V dp ' 

Pour tous les liquides ces coefficients varient dans le même sens que 
la température et en sens contraire de la pression. 
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De rensemble de cet historique, il résulte que la loi précédente et celle 
qui est relative à la diminution de la compressibilité des solutions salines 
avec la concentration sont les seuls faits certains que l'on possède sur le 
sujet que nous étudions. 

Je me suis proposé de chercher, d'une façon plus précise, cette variation 
avec la température, la pression, la concentration et de la relier aux con- 
stantes critiques que j'ai déterminées. J'ai donc étudié successivement l'in- 
fluence de la température, de la pression, de la concentration, de la nature 
du corps dissous et du dissolvant. 

Je crois devoir définir, dès à présent, les diflerents coefficients dont je 
me suis servi. Je prends : 

i*^ Pour coefficient moyen de compressibilité c, entre deux pressions/) 
et /?,, la variation de volume d'une masse de liquide qui, à o^^C. et à la 
pression atmosphérique, a l'unité de volume, rapportée à la variation de 
pression 

2** Pour coefficient de compressibilité vraie y, à une certaine pression, la 
limite vers laquelle tend la valeur du coefficient moyen entre deux pres- 
sions /? et /?,, lorsque p^ tend vers p ou, en d'autres termes, la dérivée, 
changée de signe, de V par rapport à /?, 

— _ _L 'Jl 

^^ ■" Vo dp ' 

Dans le cas des liquides, dont le poids moléculaire est invariable avec la 
température, le coefficient y mesure la compressibilité d'un volume ayant 
toujours le même nombre de molécules (ce qui est, au point de vue 
théorique, une condition de simplicité des résultats). Dans le cas des sub- 
stances dont le poids moléculaire est fonction de la température, le coeffi- 
cient ne conserve plus, pour chaque liquide, sa signification simple, mais 
la signification subsiste si l'on considère un dissolvant et ses dissolutions 
dont les modifications moléculaires doivent être les mêmes. Or, je me suis 
uniquement occupé de ce cas; donc les définitions précédentes sont néces- 
saires, eu égard à leur simplicité. 

3** J'appelle coejficieni de compressibilité moléculaire (x la variation de 
volume éprouvée par un volume contenant 5™°', 55, rapportée à la variation 
de pression. Par la suite, j'expliquerai cette définition et en justifierai 
l'utilité. 
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III. 

MÉTHODES EXPÉRIMENTALES. 

Pour faire une étude complète de la compressibilité des liquides et des 
solutions il faudrait étudier, pour toutes les températures depuis celle où 
le corps cesse d'être solide jusqu^à celle correspondant au point critique, 
la variation de volume pour des augmentations de pression régulièrement 
croissantes. 

L'eau et ses solutions peuvent seules être étudiées au voisinage de la 
température de solidification, car pour l'alcool et l'éther ces températures 
sont trop basses et l'on ne sait les obtenir avec assez de constance pour 
faire une telle étude; mais précisément pour l'eau et ses solutions on ne 
peut pousser l'étude jusqu'au voisinage du point critique à cause de la dé- 
térioration que, dans ces conditions, subissent les pièces de verre qui font 
forcément partie des appareils. 

Donc, d'une part, avec l'eau et ses solutions nous avons pu faire une 
étude au voisinage de la température de solidification et avec l'alcool, 
l'éther et leurs solutions, une étude jusqu'au voisinage de la température 
critique. Mais ces expériences sont faites dans des conditions si dissem- 
blables que des méthodes différentes s'imposent suivant que l'étude est 
faite au voisinage de la température ordinaire ou au voisinage de 200" C. 

1^ Méthode employée pour les expériences faites 
au voisinage de la température ordinaire. 

Comme j'ai eu occasion de le dire au début de ce Mémoire, je n'ai en- 
trepris ces recherches qu'au cours d'un autre travail dans lequel je me 
servais des appareils de compression de M. Cailletet; c'est ainsi que j'ai 
été conduit à employer des appareils et la méthode suivie par ce savant (*) 
lors de ses recherches sur le même sujet, méthode que j'ai du reste signalée 
dans la première partie de ce travail. La seule différence introduite est que 
la tige du piézomètre n'était pas dorée; la couche d'or était placée sur un 
fil de platine qu'on pouvait après chaque expérience enlever pour mesurer 



( * ) Loc. cit. 
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ia longueur dcdorée. Les résullats, it est vrai, ne représentent que la com- 
pressibilité apparente du liquide; pour avoir la compressibilité vraie, il 
suffît d'ajouter à tous les nombres obtenus une constante, d'ailleurs très 
faible, représentant la compressibilité cubique du verre; cette constante, 
calculée d'après les expériences de Rcgnaull, est égale à o,oooooi8.'i. 

Cette méthode a l'avantage d'être très sensible. On peut, en effet, opérer 
sur des piézomètres à réservoirs relativement grands, et d'autant plus grands 
([ue les variations de pression sont plus faibles, de façon à avoir des dimi- 
nutions de volume assez grandes pour être exactement appréciées; du 
reste nous établirons un peu plus loin l'ordre d'approximation des résultats; 
pour l'instant nous allons décrire, dans ses détails, le mode opératoire que 
nous avons suivi. 

Piézomètres. — J'ai employé deux piézomètres en verre, ayant tous les 
deux la même forme : ils se composaient, comme le montre la fig, 1 , d'un 



réservoir cylindrique A, de diamètre assez grand, variable de l'un à l'autre 
et ayant environ 7"" de longueur; à la partie inférieure de ce réservoir est 
soudé un tube ayant environ i"" de diamètre intérieur, cylindrique, de i,^*^" 

Fac. de T. - XI. B.2 
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de longueur. Les dimensions relatives du réservoir A et du tube CB ont été 
évaluées pour l'un et l'autre appareil au moyen d'un jaugeage au mercure. 
Si V représente le volume d'une longueur N de la tige par rapport au vo- 
lume total, on a pour le premier 

(2) Vi== N(o,ooi 2344 H- o, 000000993 7 N), 

et pour le second 

(3) Vji= N(o, 00043372 H- 0,000000261 4 N). 

Tous CCS calibrages doivent être faits lorsqu'on a placé dans la tige CB du 
piézomètre le fd de platine (*) qui est dédoré dans chaque expérience. Or, 
ce fil doit pouvoir être immobilisé et, si on le déplace, être replacé toujours 
dans la même position. Pour arriver à ce résultat, l'extrémité inférieure C 
de la tige du piézomètre porte, suivant un diamètre, une petite échancrure 
dans laquelle la partie b du fil peut s'engager : puis, sur les parois du tube 
en E et D sont deux couronnes en caoutchouc sous lesquelles on peut faire 
passer la partie bc du fil de façon à la maintenir exactement contre le tube 
et suivant une génératrice. 



Préparation des dissolutions. — J'ai employé, aussi bien en opérant à 
basse température qu'à des températures élevées, des liquides et des solu- 
tions faites avec ces liquides. Les liquides évidemment doivent être purs et 
les solutions parfaitement titrées; ils doivent être, comme l'ont montré 
Sturm et Colladon (^), privés d'air. 

Je m'étais procuré les liquides parfaitement purs : l'eau en la distillant 
moi-même plusieurs fois dans un appareil en platine, l'alcool et l'éther en les 
demandant à l'industrie (') qui, préparant ces substances en grande quan- 
tité, arrive à les livrer dans un grand état de pureté et absolument anhydres. 

Pour connaître exactement le titre des solutions, je commençais par faire 
synthétiquement une assez grande quantité d'une solution très concentrée. 
Cette opération est très facile : je tarais, sur une bonne balance, un flacon, 



(!) Ce fil a o™",5 de diamètre. 
(*) Sturm et Colladon, toc. cit. 

(') Ces corps chimiquement purs et parfaitement anhydres provenaient de la maison 
Stéphan Girard. 
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puis j'y plaçais une certaine quantité de liquide dont je déterminais le 
poids. J'ajoutais le sel que je sortais de dessous la cloche de la machine 
pneumatique où je l'avais placé depuis quelque temps, à côté d'acide sulfu- 
rique ; l'augmentation de poids p me donnait le poids du sel; puis j'ajoutais 
du liquide jusqu'à en avoir la quantité nécessaire pour former une solution 
presque saturée. Une nouvelle pesée me donnait exactement le poids total P 

de la solution et, par conséquent, son titre p- 

La composition des dissolutions de chlorures, bromures, sulfates était 
déterminée également par analyse chimique. Le résultat étant très voisin 
de celui donné par la synthèse, je prenais leur moyenne pour valeur de la 
concentration. 

La solution presque saturée me servait à préparer toutes les autres solu- 
tions. A cet effet, je versais dans un flacon taré un peu de la solution sa- 
turée dont j'avais de suite le poids, puis, par un calcul très simple, je 
cherchais la quantité de liquide à ajouter pour obtenir une solution au 
titre que je souhaitais. Dans le cas des solutions aqueuses j'ajoutais cette 
quantité d'eau en me servant pour la mesurer d'une burette graduée qui 
me donnait une précision de plus du j^ : pour la fabrication des solutions 
alcooliques et éthérées j'ajoutais à peu près la quantité de liquide et je pesais 
exactement après avoir fermé le flacon. 

Enfin, pour éviter la présence d'air dans les liquides et les solutions, les 
liquides dans lesquels je faisais les dissolutions étaient, avant tout, placés 
dans le vide pendant un temps suffisant pour qu'il ne se dégageât plus de 
bulles gazeuses, puis, ces liquides étaient conservés dans des flacons bien 
bouchés et remués le moins possible au contact de l'air. Lors de la prépa- 
ration des dissolutions, j'avais le soin de faire couler les liquides sur les 
parois du flacon et non de les laisser tomber. 

Manomètre. — Le piézomètre en expérience était, comme nous le 
dirons dans un moment, placé dans un bloc de compression, son extrémité 
inférieure plongeant dans du mercure, et comprimé intérieurement et exté- 
rieurement. 

La pression développée autour du piézomètre était mesurée au moyen d'un 
manomètre à hydrogène. A cet effet, la pompe de compression était reliée, 
au moyen d'un robinet à pointeau, à deux blocs de compression : dans l'un 
était le piézomètre dont nous venons de parler et dans l'autre un tube à 
comprimer les gaz. Cette partie de l'appareil était formée d'un réservoir 
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placé dans le bloc et d'un tube de 90^™ sortant en deliors et portant une 
graduation en millimètres. Un jaugeage préalable (*) permettait de con- 
naître la valeur exacte d'une partie de la tige comprise entre Textrémité 
supérieure et un autre point. Avant d'être placé dans le bloc, le tube à com- 
primer les gaz avait été rempli de mercure pur et sec, puis l'extrémité supé- 
rieure du tube, qui n'était fermée dans ce remplissage qu'avec de la cire, 
était ouverte et mise en communication avec un appareil à hydrogène pur 
et sec; on recueillait dans un vase taré le mercure qui s'écoulait du tube 
manométrique, ce qui permettait d'évaluer le volume total d'hydrogène 
introduit sous une certaine pression lue au baromètre et à une certaine tem- 
pérature. Le tube était fermé à sa partie supérieure, placé dans le bloc, 
fixé, entouré d'un manchon contenant de l'eau et examiné au moven d'un 
microscope micrométrique qui permettait d'évaluer le ^ de millimètre. De 
cette façon, lorsqu'on exerçait dans l'appareil une surpression, le mercure 
montait dans le tube manométrique, devenait visible, permettait l'éva- 
luation du volume (*) occupé par l'hydrogène et la détermination de la 
pression d'après les résultats de l'étude de la compressibilité de l'hydro- 
gène faite par M. Amagat ('). 

Marche d'une expérience, — Je commençais par remplir le piézomètre 
de liquide (^), par mettre en place le fil de platine ab {fig- 1), préalablement 
doré (^), puis j'introduisais l'ensemble, en le tenant par le fil I dans l'in- 
térieur d'une éprouvette en verre T contenant au fond du mercure recou- 



(*) Ce tube avait été fabriqué sur commande^ par MM. Haudin et Tonnclot et la correc- 
tion de calibrage avait été faite par M. Matliias, suivant la méthode employée au Bureau 
international des Poids et Mesures (t. II, p. C. 35). 

(') Au volume ainsi lu j'ajoutais Yvi'ÇTô P^'' atmosphère pour compenser la déformation 
du manomètre de verre recevant la pression par l'intérieur seulement. Ce nombre résulte 
des expériences de Hcgnault {Relation des expériences entreprises pour déterminer les 
lois et les constantes qui interviennent dans le calcul des machines à vapeur) el de Tait 
(Proceedings of the royal Society of Edinhurgh^ p. 572; 1879-80) qui sont très concor- 
dantes. 

(') Amagat, Annales de Chimie et de Physique, 5* série, t. XXII, p. 367; 1881. 

(^) On fait ce remplissage en employant un tube effilé qui sert d'entonnoir et dont on 
enfonce la partie effilée jusqu'au fond du piézomètre placé la partie c en haut. 

(*) Le meilleur procédé pour dorer le fil est d'opérer par électrolyse en se servant 
comme liquide éleclrolylique d'une dist>olution froide de chlorure d'or au j^-J— , en employant 
une pile formée de deux éléments Callaud et ne laissant le fil de platine dans le bain que 
pendant quelques secondes; on obtient ainsi un enduit d'or très peu épais, relativement peu 
adhérent, ayant dans toutes les expériences même épaisseur et qui se dissout immédiatement 
au contact du mercure. 



RECHERCHES SUR LA COMPRESSIBILITÉ DES DISSOLUTIONS. B.l3 

vert par la solution en expérience; le fil I pouvait être immobilisé par le 
bouchon k de façon que l'extrémité c du piézomètre ne plongeât pas dans 
le mercure. 

Le tout était placé dans le bloc de compression qui lui-même était en- 
touré d'eau. L'ensemble, au bout d'un certain temps, prenait une tempé- 
rature fixe que l'on déterminait avec un thermomètre; alors, soulevant un 
peu le bouchon A*, on laissait tomber le piézomètre qui s'arrêtait toujours 
dans la même position grâce à la couronne de caoutchouc G qui vient 
buter contre F. Je laissais tomber l'ensemble dans le bloc qui était fermé 
et dans lequel on exerçait la compression. On attendait un instant pour 
que l'équilibre de température pût s'établir. Le mercure montait dans le 
tube capillaire du piézomètre, dissolvant l'or déposé sur le fil de platine; 
on n'avait plus alors qu'à démonter l'appareil, à extraire le fil de platine et 
à mesurer la distance séparant l'extrémité b du fil du point où s'arrête la 
dorure. Je faisais ces mesures avec une machine à diviser, munie d'un mi- 
croscope; dans ces conditions, on peut évaluer très facilement le j^ de 
millimètre, et, comme la longueur à mesurer est d'environ lo^™, on connaît 
ces longueurs au ^^. Si l'on désigne par N le nombre de centimètres et de 
fractions de centimètre trouvés dans cette lecture, il suffira, pour avoir la 

diminution relative de volume — ^ — > d'introduire cette valeur de N dans 
les formules (2) et (3). Par exemple, dans le cas du premier piézomètre, 
servant aux pressions élevées, on a 

V — V 

— — — 1= N(o, 001 2344 -i- o>oooooo9937N). 



Ordre d^ approximation des mesures. — Les variations de volume sont 
connues au moins à 75^; il en est de même des augmentations de pression 
et de la teneur des dissolutions. On doit donc avoir des résultats exacts a 
moins de ^; mais, avant d'aborder les résultats auxquels je suis arrivé, j'ai 
voulu évaluer directement l'ordre de grandeur des erreurs à craindre ainsi 
que l'ordre de grandeur des erreurs moyennes, de façon à connaître exacte- 
ment jusqu'où je pouvais pousser mes affirmations. 

Voici dix observations faites sur l'eau le même jour, avec le piézomètre I, 
en comprimant jusqu'à 3oo atmosphères, mais en vidant le piézomètre après 
chaque expérience; les longueurs N du fil de platine dédoré sont placées 
dans la première colonne; en regard, dans une deuxième colonne, sont pla- 
cées les quantités que j'ai désignées par t et qui représentent les excès des 
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observations sur leur moyenne; enfin, dans une troisième colonne, sonl 
rangés les carres de ces quantités. 

Tableau I. 
Expériences relatives à l'eau à la température de îo" C. 

N. e. 6^ 

10,26 -!- 0,008 -h 0,000 064 

10,29 ~f~ o,o38 0,001 444 

10,23 —0,022 0,000484 

. 10,25 — 0,002 0,000 004 

10,24 — o,oia 0,000 144 

10,25 — 0,002 0,000 004 

10,27 "^ 0,012 0,000 144 

10,23 — 0,022 0,000484 

10,26 -h 0,008 0,000064 

10, 24 — 0,012 o, 000 1 4 \ 

Moy. 10, 2 52 Moy. 0,000 298 

La moyenne du carré des erreurs est égale à 0^^,000298 dont la racine 
carrée est 0,01726; or, cette quantité représente Terreur à craindre et, en 

la divisant par v'io, nous obtenons la valeur de Terreur moyenne du ré- 
sultat qui est égale à o^",oo5/i; donc la moyenne, 10*^™, 202, des valeurs 
de N ne diffère de la valeur réelle que d'une quantité égale à ± o**™,oo54. 

En substituant la valeur moyenne 10*^*°, 252, dans la formule (2), on 
obtient pour valeur du coefficient de compressibilité apparente de 
Teau 0,00004^53 et ce nombre ne diffère de sa valeur réelle que de 
0,000000020, ce qui ne doit pas affecter le résultat de la compressibilité en 
se bornant à prendre trois chiffres significatifs. 

Les expériences précédentes faites le même jour, dans le même liquide, 
sont évidemment dans les conditions les plus favorables d'exactitude; je les 
ai signalées surtout pour montrer avec quelle exactitude m'était connue la 
compressibilité de Teau; il est évident qu'en employant deux solutions d'un 
même sel, de même titre, mais faites à un certain intervalle de temps, et en 
opérant sur ces solutions à plusieurs jours de distance, on se place dans les 
meilleures conditions pour évaluer le maximum des erreurs. J'ai opéré de 
la sorte avec des solutions à 10 pour 100 de sulfate de protoxyde de fer 
hydraté : une des solutions était comprimée plusieurs jours après sa prépa- 
ration, l'autre immédiatement après; en outre, les expériences de compres- 
sion n'avaient pas lieu le même jour. J'ai, dans ces conditions, obtenu deux 
séries d'expériences ayant des moyennes différentes, mais dont je place ici 
les résultats dans une même colonne N. 
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Tableau II. 

Expériences rclatwes aux dissolutions ti lo pour loo de sulfate de fer 

à la température de i8° C. 

N. £. £». 

cm 

9,55 -H o,oi4 0,000 196 

!'• série. J '^'^^ "^ ^'^^^ ^'^^^ '^^ 

,, *^ i 9ï52 — 0,016 0,000 '256 

Movenno 9,546. i "". ' _ ' ^ 

■9,09 H- o,o54 0,002916 

9,52 — 0,016 0,000 256 

/ 9,5o — o,o36 0,001 296 

I 9,56 -h 0,014 0,000 196 

2«s6ric. I ^^ 5^ -f- o,o34 0,001 i56 

Moyenne 9,526. ^ 5, _ ^^^^g 0,000676 

\ 9,49 — 0,046 0,002 116 

Moyenne générale. 9,536 Moy. 0,000 926 

La racine carrée du moyen carre des erreurs esl égale à o,o3o43 et en 
divisant ce nombre par \j\o nous obtenons comme quotient 0,009623, qui 
représente Terreur moyenne du résultat; donc la moyenne 9, 536 représente 
la valeur de N à 0,00962 près; en adoptant cette moyenne, le coefficient 
de compressibilité de la solution de sulfate de fer à 10 pour 100 est égal à 
0,0000412475, qui se trouve ainsi connu à o,ooooooo5 près, ce qui ne 
doit pas sensiblement affecter le dernier chiffre de 0,0000412. 

Il me semble donc d'après ces résultats, dont le dernier est aussi défavo- 
rable que possible, qu'en prenant la moyenne d'une dizaine d'expériences 
on obtient des valeurs du coefficient de compressibilité connues certaine- 
ment jusqu'au septième chiffre décimal. Si l'on se contente d'une seule 
détermination, le maximum de l'erreur à craindre est de 0,0000001 4 et 
celui de l'erreur maxima de o,oooooo3. Or, dans les expériences que nous 
allons décrire, un grand nombre de déterminations sont les moyennes de 
8 à 10 mesures et offrent une grande confiance, car leur valeur est connue 
certainement jusqu'au j^\ nous avons, dans les Tables résumant les expé- 
riences, fait suivre ces nombres d'astérisques qui les différencient des autres 
quantités obtenues par une simple expérience, et sur les courbes représen- 
tatives nous avons entouré les points correspondants d'un cercle. 

2® Méthode employée aux hautes températures. 

Les compressibilités aux hautes températures étant très grandes par rap- 
port à celles qu'on a observées à des températures très éloignées du point 
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crilKjuc, j'ai pu observer les premières en plâtrant le liquide dans un piczo- 
iiiètre on forme de tube cylindrique. On ne peut pas metlre ce tube tout 
entier dans le bloc d'acier do l'appareil de compression, car il ne pourrait 
èlrc eliaulFé jusqu'à 27o''C., c'est pourquoi une partie de ce tube sort de 
l'appareil et est chauilc par un bain de glycérine. Le volume du liquide 
en expérience est limité par une colonne de mercure, ce qui fait que l'en- 
semble des appareils employés ressemble beaucoup à celui qui a servi dans 
la première mélbodc. 

Appareil. — On y retrouve {fig- 2) la pompe de compression en P, 




reliée par un robinet à pointeau V" à deux blocs de compression lî et li'. 
L'un lî contient le manomètre à hydrogène que nous avons précédemment 
décrit, l'autre li' le tube piézomctrique qui est couché horizontalement; le 
tube piézouiélrique ressemble au tube manométrique : ils sont formés i'un et 
l'autre d'un réservoir cylindrique en verre mince ayant 26'" de longueur et 
a™, a de diamètre ; ces réservoirs sont surmontés de tubes cylindriques de 
diamèiro intérieur très faible, 1°"", 3!i53 pour le tube manométrique et 
o'"",f)489 pour le lube piézométrique, ayant i*"" de diamètre extérieur, 
90*"" de longueurelportant une graduation très précise faite en millimètres. 
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Les réservoirs en verre mince sont placés dans les blocs de compression 
et les tubes résistants sortent seuls au dehors, comme cela a lieu dans les 
appareils employés par M. Cailletet pour la liquéfaction des gaz; seule- 
ment la partie visible de ces tubes a au moins 80*"*" de longueur. Je rap- 
pelle que le tube T' est entouré par un manchon M' contenant de Teau dont 
la température est donnée par un thermomètre /'. Pour le tube T qui est 
horizontal, la partie divisée est placée dans une cuve ce' en fer élamé conte- 
nant de la glycérine et les divisions peuvent être visées au moyen d'un 
microscope micrométrique N qui permet de mesurer le l^ de millimètre. Ce 
microscope peut se déplacer le long d'une règle IT en restant toujours à 
égale distance du tube. 

Dans l'intérieur du bain, dans le sens de la longueur et contre les parois 
(le la cuve cc\ sont deux tiges de fer étamé XY soutenues aux extrémités 
par des fils de fer terminés par des contrepoids; ces fils passent sur des 
tiges cylindriques fixes, ce qui permet de placer les tiges XY dans la posi- 
tion que l'on veut; sur ces tiges sont des lames de verre qui forment un 
couvercle mobile à la cuve cd , 

Cette cuve est chauffée par une rampe de gros becs de Bunsen ainsi que 
par une petite rampe ordinaire, et pour que, à un moment donné, la tempé- 
rature soit constante, la masse de glycérine du bain peut être remuée 
énergiquement au moyen d'un agitateur. Cet agitateur est formé par une 
lame de cuivre qui peut se déplacer parallèlement à elle-même et perpen- 
diculairement à la direction du tube T; cette lame est mise en mouvement 
au moyen de cordes qui passent sur des poulies fixées, les unes aux tiges XY, 
les autres extérieurement, et qui permettent, du dehors, de faire mouvoir 
l'agitateur. La température du bain est connue au moyen du thermomètre 
de M. Baudin divisé en ^ de degré. 

Le bloc B', la cuve cd ^ la tige II' et son microscope, les barres de fer qui 
supportent les tiges XY, la rampe H, etc., sont soutenus par un bâti (jue 
je n'ai pas représenté sur la figure. 

Préparation des dissolutions. ■— Evidemment, il est d'autant plus diffi- 
cile de maintenir constante la température de la cuve ed que cette tempé- 
rature est plus élevée; or, comme je me propose d'étudier les compressibi» 
lités des dissolvants et des dissolutions jusqu'aux températures critiques, 
il a fallu que je choisisse des dissolvants à température critique peu élevée; 

Fac, de T. — XI. B.3 



B.|8 H. GILBALLT. 

(l'autre part, pour que les dissolutions faites avec ces liquides aient un titre 
bien connu il faut que ces liquides ne soient pas trop volatils. Je n'ai trouve 
que Tétlier ordinaire et les alcools niétliylique et cthylique remplissant ces 
conditions. C'est donc un de ces corps et ses dissolutions que je dois étudier. 
Mais, d'après la loi du cUamclre rectiligne formulée en 1 88G par MM. Cail- 
letet et Mathias ('), mise hors de doute par M. Mathias (-) au moyen 
des données expérimentales de M. S. Young (^) et peu après par MM. S. 
Young et Thomas ( * ) au moyen d'expériences nouvelles, également d'après 
le travail de M. Guye (^), sur le coefficient critique et le poids moléculaire, 
les corps peuvent se diviser en deux groupes : les réguliers, dont la molécule et 
le poids moléculaire ne subissent aucune modification avec la température et 
dont la courbe du volume s[)écifique a un diamètre rccliligne, comme l'éther, 
l'anhydride sulfureux, le pentane, etc. ; les irréguliers, dont la molécule se 
modifie avec la tem[)érature et dont le diamètre de la courbe du volume 
spécifique n'est pas rectiligne, comme Talcool, l'eau, etc. Il fallait donc 
étudier un corps régulier et ses solutions, j'ai pris l'éther; et un corps irré- 
gulier ainsi que ses solutions, j'ai pris l'alcool éthylique. 

Seulement on ne peut pas faire des dissolutions salines dans Falcool et 
dans l'éther. On ne peut pas en faire dans l'alcool parce que lorsqu'on 
chauffe il se forme des éthers éthyliques, dont la proportion est variable et 
qui donne même naissance à des dégagcmenls gazeux lorsque la pression 
n'est pas trop élevée. On ne peut pas faire de dissolutions salines dans 
Téther parce que les sels sont insolubles dans ce liquide (^) contrairement 
à la croyance généralement répandue. 



(>) Journal de Physique, 2° série, l. V, p. 5i; 188G. 

(*) j^nnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. V; 1891. 

(3) Philosoph. Magaz.^ 1893. 

(*) Journ. of tfie client. Soc, t. LUI, p. 1191; 1893. 

(5) Annales de Chimie et de Physique, p. 9.33; 1890. 

(*) L'iodurc do cadmium, le chlorure mcrcurique et le chlorure d'or sont à peu près in- 
solubles dans l'éther anhydre (distillé sur Na); ils sont au contraire solublcs dans Téther 
hydraté. On peut s'en rendre compte très simplement. 

On place, par exemple, dans un petit flacon quelques décigrammcs de chlorure mcrcu- 
rique et l'on y verse de réther anhydre; la quantité de chlorure mercurique ne semble pas 
diminuer, même au bout de plusieurs jours ; mais, si l'on vient à ajouter à l'éther une goutte 
d'eau, on voit tout le sel disparaître : or ce sel est trop peu soluble dans l'eau pour qu'on 
puisse admettre qu'il s'est dissous dans la petite quantité de ce liquide qui a été ajoutée; 
donc la dissolution s'est produite dans l'éther hydraté. 

Ces faits expliquent la très grande différence de solubilité de l'iodurc de cadmium, du 
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J'ai donc dû me conlciiler do dissolutions de produits organiques, mais 
j'ai choisi des corps aussi fixes que possible, de façon qu'aux plus liantes 
températures employées ces corps, pris isolément, fussent solides ou, s'ils 
étaient liquides, fussent au voisinage de leur température de fusion et par 
conséquent à tension de vapeur très faible. Ces corps ont été la résorcine 
pour les solutions alcooliques, l'acide benzoïque et le bornéol pour les dis- 
solutions éthérées. J'ai aussi étudié : 

L'éther anhvdre 

Les dissolutions d'acide benzoïque dans Téther à '-^'^î^>9 pour loo 

1» • » 5 ,09 w 

» » » 2 , 5 î » 

Les dissolutions de bornrol dans Téllser à 30, 7?. » 

» " 9, 4'» »> 

» u I , 3'2 » 

l'alcool anhydre : 

Les dissolutions de résorcine dans l'alcool à Oj'^O pour mo 

» n "^'jOy )> 

M » I j ï î " 

ce qui fait en tout onze liquides. 

Ces dissolutions ainsi que leurs titrages étaient faits comme je l'ai 
indiqué précédemment (p. 9) : je n'y reviendrai pas. 

Il n'y a ([u'une seule précaution à prendre dont je n'ai pas encore parlé 
et que je ne puis passer sous silence à cause de son importance. Cette pré- 
caution a été indiquée par Hannay ( * ); elle consiste à ne pas manier l'alcool 
et l'éther, qui sont des substances anhydres, dans de l'air qui ne soit pas 
parfaitement sec; il ne faut pas non plus placer les mains trop proche ni 
respirer au voisinage de ce liquide; autrement il se produit des hydrata- 
tions qui donnent des produits différents ayant de nouvelles constantes cri- 
tiques. 

Les dissolutions étaient donc préparées et placées dans des vases dessé- 
chés, et le transvasement des hquides destinés à leur formation s'opérait 
dans la cage d'une balance contenant des substances desséchantes en ayant 
le Boin de manier les flacons de loin et en les tenant avec les mains gantées. 



chlorure inercuriquc et du chlorure d'or suivant les auteurs. l\ est probable que les dilTé- 
rcnts expérimentateurs ont emplo}c des éthers plus ou moins privés d'eau et même conte- 
nant peut-cire un peu d'alcool, ce qui augmente également beaucoup le pouvoir dissolvant. 
(*) Proceedings of the R, Society of London, t. XXX, p. 478; 1880. 
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Marche cV une expérience, — Los expériences entreprises avec Tapparoil 
que nous venons de décrire sont de deux sortes : i° la détermination des 
tensions maxima à une série de températures croissantes ainsi que la mesure 
des constantes critiques; 2^ la recherche de la compressibilité d'un liquide 
dans un intervalle d'environ 80" au-dessous de sa température critique. 

Ces expériences présentent un certain nombre de points communs; ji» 
vais tout d'abord décrire les premières et la marche des secondes pourra 
alors s'indiquer en quelques mots. 

I" Il faut tout d'abord introduire dans le tube piézométrique un peu de 
liquide ou de la solution et cela en évitant le contact de l'air humide. A cet 
effet, le bloc B (^fig* 2) était incliné au moyen d'une cale qui penchait V^ 
tube T : l'extrémité de ce tube était étirée en pointe très fine, ouverte et 
coiffée d'un petit tube A {fifJ^^ 3) dans lequel on plaçait le liquide, puis 




rensemble était placé dans un tube B contenant du chlorure de calcium 
fondu. Ces tubes, avant l'expérience, étaient dans un récipient, à côté de 
chlornre de calcium, ce qui assure de leur dessiccation. 

En faisant marcher la pompe de compression P on fait monter le mercure 
dans le tube T, et même il s'en écoule un peu par a ; mais, en ouvrant le poin- 
teau V, la pression diminue dans Tappareil et le liquide s'introduit dansT; 
lorsqu'il y en a sur une longueur de 5*^"* à 7*'" on ferme le pointeau V, on 
retire brusquement les tubes B et A et l'on fond au chalumeau l'extrémité a, 
ce (jui se fait très facilement sans introduire d'air ni produire de gaz par la 
décomposition du liquide. On enlève alors la cale placée sous le bloc, puis, 
le tube T étant placé horizontalement (*), on met en place la cuve ce', le 
bouchon cjui la ferme, la glycérine, les thermomètres, Iesglac(»s qui serv(»nt 
de fermeture» et l'on chauffe. 

_ ^^^^^^^^^^^^ _ m 

(') Le lube laboratoire étant horizontal on évite rinconvônient signalé par M. Gouy 
( Annafes de Chimie et de Physique, t. XXI, p. '233; i8<)o) et qui est dû à la compressibilité 
4lu liquide sous rinfluencc de <«on propre poids. 
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Lorsqu'on a atteint la température nécessaire à une expérience, on éloigne 
la grille de gros becs de Bunsen, on laisse la petite grille et l'on agite le bain 
(le glycérine, puis on modifie les becs de gaz jusqu'à ce que le bain ait une 
température constante pendant un temps assez long; alors on fait une expé- 
rience en partant de pressions très élevées qu'on fait décroître jusqu'à ce 
que le liquide employé emplisse toute l'étendue de l'intérieur du tube 
piézométrique ; on fait ainsi une série de mesures de volumes et de pressions 
qui permettent de tracer une isotherme. 

Puis on recommence à chauffer pour faire une nouvelle expérience à une 
température un peu plus élevée, et ainsi de suite. 

L'ensemble des isothermes permet de déterminer les constantes critiques 
et les tensions maxima à une série de températures différentes. En portant 
en abscisses ces températures, et en ordonnées ces tensions, on a la courbe 
des tensions maxima. 

2** On met, comme dans l'étude précédente, du liquide dans le tube 
piézométrique, seulement on en met plus : on remplit un peu plus du tiers 
du tube; on ferme le tube et on le chauffe de la même façon. 

A une température qu'on maintient fixe, on mesure le volume du liquide 
au microscope micrométrique avec beaucoup de soin lorsqu'on fait varier 
la pression qui doit partir d'une valeur élevée pour arriver jusqu'au voisi- 
nage, mais tout en restant au-dessus, de la tension maxima à la température 
de l'expérience. Puis on fait des expériences semblables à des températures 
plus élevées. 

Ordre d* approximation. — Dans la mesure des compressibilités, la 
partie visible du tube piézométrique est à peu près pleine de liquide; ce 
liquide y occupe donc près de 80*^'", soit 800 divisions, mais comme on dé- 
limite le volume du liquide en visant la surface de séparation avec un mi- 
croscope micrométrique donnant, sans aucune hésitation, le j^ de milli- 
mètre, on peut donc évaluer le volume du liquide en expérience à -^^^ près 
et, dans les conditions les plus défavorables, à 75^. 

La température est connue à -j^ de degré près, et la pression à ^ d'atmo- 
sphère, ce qui permet de répondre de l'exactitude des lectures faites sur les 
volumes, puisqu'on peut placer une même masse de liquide dans des con- 
ditions de température et de pression très bien définies. 
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INFLUENCE DE LA PflESSION ET DE LA TEMPÉRATLIIE SIR LA COMPUESSlfULITÉ 

DES DISSOLUTIONS. 

Je diviserai celte élude en deux parues pour in'occup(*r séparément de 
rinflucncc de la pression et de la température sur la com[)n»ssil)ililé des 
dissolutions; mais, dans Tune et Tautre de ces parties, j'ai besoin de con- 
naître des constantes physiques, des imanantSy c'est-à-dire des grandeurs 
qui demeurent invariables (piand toutes les autres varient, entre les limites 
possibles, de façon à rapporter les grandeurs étudiées à celles-ci et de les 
fixer dans des relations mathématiques. Il y a des invariants qui semblent 
tout indiqués dans le cas actuel et qui, du reste, m^ont servi dans Tétablis- 
s(Mnenl des équations diirérentielles empiriques qui représentent les résul- 
tats de mes expériences : ces invariants sont les constantes critiques. Donc, 
Tétude que nous allons entreprendre doit être précédée de la recherche des 
constantes critiques. 

Mesure des constantes critiques. — J'ai dit précédemment (p. 20) que 
je déterminais les constantes critiques par la méthode d'Andrews en con- 
struisant une série d'isothermes dont je reliais tous les points de discon- 
tinuité; on obtient ainsi une courbe parabolique dont on cherche la position 
du sommet. Je ne reviendrai pas sur la détermination expérimentale des 
isothermes, qui a été indicjuée précédemment; mais j'ai besoin de justifier 
la méthode que j'ai suivie et de donner, peut-être, quelques définitions, 
car les corps que j'ai employés ont des compositions variables lors de la 
vaporisation, et les termes isotherme ainsi que constante critique doivent 
être pris avec des acceptions plus générales que celles qu'on leur donne 
habituellement. 

Je crois que la définition la plus générale que Von puisse donner de 
la température critique est que^ à cette température, si grande que soit 
la pression, on ne peut amener de liquéfaction. En effet, si, considérant 
des températures inférieures à la température critique ainsi définie, nous 
adoptons la représentation de Clapeyron et que nous prenions en abscisses 
les volumes et en ordonnées les pressions, les isothermes relatifs à un li- 
([uide pur présentent une partie rectilignc horizontale {fig- 4) correspon- 
dant à un état formé à la fois par du liquide et de la vapeur, et pour lequel 
il y a liquéfaction possible. Les parties rectilignes diminuent de longueur 
lorsque la température augmente; elles tendent vers la valeur zéro qui 
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est atteinte au moment où il n'y a plus de liquéfaction, c'est-à-dire à la 
température critique. L'isotherme critique, dans notre définition, présente 



Fig. 4. 




donc un point d'inflexion à tangente liorizontale qu'on appelle le point cri- 
tique et dont les abscisses et les ordonnées sont appelées ç, volume critique, 
et û pression critique. 

Dans cette définition rentrent toutes les autres : 

i"" Celle d'Andrews qui définit la température critique comme celle pour 
laquelle risotherme présente un point d'inflexion à tangente horizontale. 

2'^ A cette température critique, le volume u du liquide mesuré sous une 
pression égale à la tension maxima de sa vapeur à cette température, et le 
volume u' de la vapeur, mesurée à la même pression, sont égaux, et l'on pourra 
définir et mesurer la température critique comme celle pour laquelle u = // ; 
nous retrouvons la méthode employée par MM. Cailletet et Mathias (*). 

3^ Si, dans un volume invariable, on place des volumes variables de li- 
(juide et ([u'on porte le tout à des températures croissantes en mesurant les 
pressions, on obtient, en traçant la courbe des pressions en fonction des 
températures, une courbe d'abord unique, d'un point de laquelle partent, 
en divergeant, difl^érentes branches; le point de divergence indique la tem- 
pérature critique, et sa recherche a permis à MM. Cailletet et Colardeau (^) 
de déterminer la température critique de l'eau. 

La définition que nous avons donnée est donc assez générale pour em- 
brasser toutes celles qui ont été données pour les liquides purs et, grâce à sa 



(*) Journal de PhysiquCy 2' série, t. V, p. 549. 
(') Ibid., î* série, t. IX, p. 333. 
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général ilé, nous allons montrer qu'elle peut être élendiie «ux dissolutions. 

Je conserverai la représentation de Clapcyron et, étendant l'expression 
iYi.iothermc qui, jusqu'ici, n'a été adoptée (pi'à nn corps unique bien dé- 
fini, je la donnerai à la courbe des volumes en fonction de la pression, pour 
une mémo température. Dans le cas de la pliase unique, j'appellerai éjjale- 
nient volume spécijigui' u du liquide le volume du liquide mesuré sous ï» 
pression maxima de sa vapeur avant toute vaporisation, et volume spèc.i- 
fi({ue u' le volume occupé par le système ('), mesuré sous la pression de 
la vapeur, au moment où tout le dissolvant a été vaporisé. Ces deux der- 
nières notations présentent une grande difl'érence avec les acceptions sou.s 
lesquelles on les prend ordinairement, car ici, u et (/' se rapportent à des 
corps essentiellement dilTérenls, attendu que, pendant la vaporisation, il 
arrive le plus souvent qu'une partie du sel se dépose et que la vapeur 
formée n'a plus la composition de la dissolution primitive. 

En employant ces notations, nous voyons sur les courbes ci-jointes 




(') Ce système appariieot à ce que M. Van der Waais (Archiv 
p. i) appelle des phases coexistantes. 



irlandaises, t. XXIV, 
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(y?«^. 5), relatives à la dissolution ùthérée à 5,095 pour 100 d'acide benzoïquc, 
que les isothermes n'ont aucune partie rectiligne horizontale, mais que 
(w— u) est de plus en plus petit lorsque la température augmente. Il y a 
une température à laquelle u' — w=o; je prends l'isotherme correspondante 
comme isotherme critique et elle me définit toutes les constantes critiques. 

Les isothermes de la Jig. 5, définies au point de vue expérimental, ont 
une signification bien nette. Dans la partie AB, on comprime un liquide 
mixte de composition constante, de titre fixe; c'est donc bien l'isotherme 
d'un mélange défini. A partir du point B qui est bien défini, sous tous les 
points de vue, la signification commence à manquer, car, à mesure qu'on 
s'éloigne de ce point dans la direction CD le titre varie d'une façon con- 
tinue et différemment pour le liquide et pour la vapeur. M. Van der Waals 
a montré, en eff*et, que, quel que soit le volume dans lequel on le renferme 
et quelle que soit sa masse totale, un liquide de titre donnée à une tempé- 
rature fixe, émet une vapeur d'un titre diff'érent du sien, mais fixe avec le 
titre du liquide, c'est-à-dire que le titre de la vapeur ne dépend que de la 
température et du titre du liquide générateur. 

Quand on augmente le volume offert à la vapeur, la température restant 
la même, le titre du liquide générateur change et, par suite, aussi celui de 
la vapeur. C'est pour cela que le point C n'a pas la même signification que 
le point B, les différents points C des diff'érentes isothermes n'ayant pas 
d'ailleurs la même signification entre eux, puisqu'ils correspondent à des 
titres diff'érents, d'ailleurs inconnus. 

Malgré toutes ces réserves, la méthode employée pour la recherche des 
éléments critiques des mélanges est correcte parce que l'expérience montre 
que, sur la flg. 5, le point C se rapproche indéfiniment du point B corres- 
pondant à mesure que la température de Tisotherme tend vers la tempéra- 
ture critique. Sur l'isotherme critique le point C est confondu avec B et le 
titre reste constant et égal au titre primitif du liquide, lequel est connu ( ' ). 

(1) Hannay et Hogarth, les premiers, puis Ramsay ont montré que les solides dissous 
dans les liquides les suivent, sous forme de molécules gazeuses, au delà du point critique. 

C'est ainsi que l'iodure de potassium, qui ne fond qu'au rouge, lorsqu'il est dissous dans 
Talcool, passe à l'étal de vapeur au point critique de ce dernier, à 24o**. 

Ces faits ont été confirmés et étudiés par M. Pictet {Comptes rendus, t. CXX, p. 64 ; 1895) et 
par M. Villard {Comptes rendus, t. CXX, p. 182; iSq'j). Ce dernier physicien constate que, 
en particulier pour la dissolution d'iode dans l'anhydride carbonique « à basse température, 
la vapeur saturée est beaucoup moins colorée que le liquide; la différence devient nulle au 
point critique ». 

Fac, de T. — XI. B./| 
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Les constantes critiques trouvées se rapportent bien au mélanjje étudié. 

I^a courbe 5 (//^. 5) montre également que les isothermes des disso- 
lutions ont une forme plus voisine des isothennes correspondant à Tétat 
gazeux parfait que leurs dissolvants et cette anîilogie est absolument 
frappante au voisinage du point critique. Donc dans les dissolutions, avant 
la température critique, on a un système complexe dont la loi de variation 
se rapproche et tend vers celle de l'état gazeux, ce qui explique, peut-être, 
l'existence, au-dessus de la température critique, de l'entraînement des so- 
lides dans la forme fluidique. 

Valeurs des constantes critiques. — J'ai tracé précédemment, pour les 
besoins de mes définitions, une série d'isothermes dont voici les nombres à 
à titre d'exemple. 
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J'ai déterminé directement les valeurs de u en observant le moment où 
commence à apparaître une petite bulle de vapeur; ces valeurs sont indi- 
([uées sur les isothermes précédentes par un trait en travers de la courbe; 
mais les valeurs de u' ne peuvent être déterminées qu'en cherchant sur les 
isothermes le point de raccord des courbes correspondantes à Tétat gazeux 
et à l'état mixte vapeur-liquide. Ces valeurs m'ont servi à construire 
une courbe {fig< 6) en les portant en ordonnées u et u' et en prenant 

Fig. G. 
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pour abscisses les températures correspondantes; sur la courbe ainsi ob- 
tenue on peut déterminer la température qui correspond à son sommet et 
qui n'est autre que la température critique : dans le cas actuel, dissolution 

Fig. 7. 




d'acide benzoïque à SjOgSpour 100, cette température est égale à 2^ 1*^,9 C. 
Pour avoir la pression critique nous traçons une autre courbe (//^^. 7) en 
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prenant pour abscisses les températures et pour ordonnées les pressions 
correspondantes auxquelles commence la vaporisation du liquide; For- 
donnée correspondant à la température critique est la pression critique r. 
Cette courbe donne en outre les différentes valeurs des tensions inaxima, 
c'est-à-dire des pressions au-dessous desquelles il ne faudra pas descendre 
dans l'étude des compressibilités. 

Les autres dissolutions ont des isothermes absolument semblables à celles 
que je viens d'indiquer et je me dispense, pour cette raison, de les repré- 
senter; je ne fais qu'en extraire les résultats qui nous intéressent et qui sont 
les constantes critiques. 

Constantes critiques des dissolutions. 

Dissolution. a. 0. z. 

fithcr 

I acido bcnzoïque à 22,691 pour 100. . . 
Éther et \ » 5,0957 >> 

\ » 2 , 54 8 » ... 

Îbornéol à 36,718 » 

» 9,4553 w 

» 5 , 3208 » ... 

Alcool o 

/ résorcine à 9,595 pour 100... 

Alcool et I » 2,075 » ... 

V » 1,145 » ... 0,00959 235,1-1-10,3 63,7-+- 6,7 

Dans ce Tableau, j'ai introduit, outre la composition centésimale des dis- 
solutions, leur composition moléculaire a, c'est-à-dire le rapport qui existe 
entre le nombre de molécules du corps solide dissous et le nombre total de 
molécules qui existent dans la dissolution; mais, dans ce calcul, comme par 
la suite, j'admets qu'un corps qu'on dissout se dissocie et, par conséquent, 
que si l'on dissout un poids p d'un corps dont le poids moléculaire est m, le 

nombre des molécules de ce corps à l'état de dissolution n'est pas -^> mais 

bien 2 — - Si la solution est à p pour loo, contre un poids p de solide, il y a 

(loo — />) de liquide et molécules; si m, est le poids moléculaire du 

liquide, le nombre total de molécules existant dans la dissolution est 



p lOO — p 
2^ H — — i- 



o 



i89>9 


atni 

36,8 


0,2625 


189,9-+- 7ïïi 


36,8 -h 3 > 


0,061 I 


189,9 -T- 32,0 


36,8 H- 20,2 


o,o3o7 


i89,9-f-2i,7 


36,8-hi4,4 


o,358o 


189,9-4-88,5 


36,8-+-43,7 


0,0912 


189, 9-t- 38,3 


36,8-4-23,8 


0,0127 


189, 9-t- i3,4 


36,8-4- 9,0 





235,1 


63,7 


o,o8i53 


235, F -h 3i ,6 


63 , 7 -h 20 , 7 


0,01741 


235,1 -h 14,9 


63,7 -f- 10,2 



m m 
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cL la concentration moléculaire a a alors pour valeur 



2 



(4) 



m 



m 



loo — p 



Pour réunir ces résultats et voir s'ils donnent quelques indications géné- 
rales, je porte {fig' 8) en abscisses les concentrations moléculaires et en or- 



Fiîç. 8. 




Q.& 



a» 



Concenlrauon moléculaire 



données les températures critiques des dissolutions; or, tous les points 
ainsi obtenus et relatifs aux dissolutions éthérées se trouvent sur une même 
courbe. Les points correspondant aux dissolutions alcooliques sont, con- 
formément à ce qui se passe pour les dissolutions éthérées, sur une même 
courbe; mais, si les trois points de ces dissolutions ne sont pas suffisants 
pour déterminer cette courbe, ils n'en montrent pas moins que la courbe 
inconnue ne saurait se confondre avec celle des dissolutions éthérées. 

Ces courbes ne se confondent pas avec des droites passant par Torigine, 
contrairement à Topinion de Strauss (') et de Pawlewski (-) qui avaient 
admis que la température critique T^ d'un mélange formé des poids q' et q 
de deux corps, dont les températures critiques sont T^ et T,//, est donnée 
snnplement par la loi des mélanges 



T.= 



_ ^T,. 4- ^--IV 






g' 



{ ' ) Journal de Physique y t. X, p. 4''-o. 
(-) Chem. Ber., t. XXIII, p. 55; 1890. 
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Du reste la loi de Pawlewski n'a été étudiée que sur des solutions assez 
concentrées, par exemple les expériences de Schmidt (') sont faites sur des 
mélanges ayant au moins lo pour loo de Tun des corps, et même, dans ces 
conditions, elle ne s'est jamais parfaitement vérifiée, comme Font parfaite- 
ment montré Galitzine (^) et surtout Kuenen ('). Il est h remarquer en 
outre que la loi de Pawlewski ne saurait expliquer le fait, cité précédem- 
ment, constaté par Hannay, et d'après lequel de l'alcool et de l'éther simple- 
ment exposés à l'air durant un temps très court, pendant lequel ils absorbent 
bien peu d'eau, ont une température critique qui diffère de trois à quatre 
degrés de celle qu'ils avaient avant l'exposition. Cette loi n'explique pas 
non plus les expériences de M. Pictet ( *), qui a constaté que de très faibles 
quantités de sel modifient beaucoup la température du point critique et la 
modifient proportionnellement beaucoup plus que de grandes quantités de 
sel; la variation du point critique pour des traces d'impuretés est très 
grande, c'est-à-dire que la tangente à l'origine à une courbe construite, 
comme la courbe de la fig. 8, en prenant pour abscisses les concentra- 
tions et en ordonnées les élévations de la température critique, doit être 
presque verticale. Tous ces faits sont, au contraire, en parfait accord avec 
mes expériences et sont indiqués sur la courbe précédemment citée. 

Avant d'abandonner les résultats précédents, remarquons que les points 
relatifs aux dissolutions éthérées sont sur une même courbe, quoiqu'il 
s'agisse de dissolutions d'acide benzoïque et de bornéol; or, ces corps étant 
très diff^érenls, il semble résulter des expériences précédentes que la variation 
éprouvée par la température critique d'un liquide lorsqu'on y fait dissoudre 
un solide est indépendante de la nature de ce solide, mais dépend unique- 
ment du nombre de molécules dissoutes par rapport au nombre des molé- 
cules du liquide. 

Les points relatifs aux dissolutions alcoolisées sont situés sur une courbe 
voisine de la précédente, mais nettement distincte; toutefois, le nombre des 
dissolvants employés est trop faible pour que nous puissions énoncer à cet 
égard une loi quelconque. 

Un fait analogue se produit avec les pressions critiques : les pressions 
critiques des différentes solutions éthérées rapportées à la composition mo- 
léculaire de ces dissolutions (^fig* 9) sont sur une même courbe. Les solu- 



(') Beiblatter, p. 412; 1892. 
(*) Wiedemann's Annalen^ t. XLI, p. 620. 
(') Zeit. physik, Chem.y t. XI, p. 43. 
(^) Comptes rendus, t. CXV, p. 64; 1895. 
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lions eilcooliques sont comme pour les températures critiques sur une 
courbe voisine. 

Puisque, à la page 25, nous avons indique les valeurs de u et de ^^', re- 

Fig. 9. 




latives à la solution à 5 pour 100 d'acide benzoïque dans l'éther, nous 
pouvons calculer, sans que cela nécessite aucune recherche supplémentaire, 

Texpression — i — -,- J'ai trouvé 



Valeurs de — i : obtenues 

u u 



t. 
160. 
176. 

191- 
208. 

•i'20. 



directement. 




par 


l'équation. 


nifférences. 


1 I 

7 Ga 


,'59 




1590 





1 1 
7,3 39, <^ 


iG-ji 




1619 


— I 


i I 
7,9 26,6 "" 


1G4 




1G47 


-H 7 


I 1 

" H 7 = 

9 «7,4 


1G8 




1G78 


— 2 


I 1 

10 14,5 ~ 


169 




1694 


-^4 


1 I 
10,3 i3,G ~~ 


170 




1700 






Les valeurs ainsi calculées varient linéairement avec la température, 
comme on peut le voir sur la courbe suivante 



Fig. 10. 



wo.. 



t«o.. 



u u • 



ISO 



♦■■ 
160 



ITO 



IM 



190 



700 



210 



220 



ainsi qu'en comparant sur le Tableau précédent les valeurs trouvées à 
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celles données à Féquation linéaire 

— I ; =: o, 170 -h 0,0001 833 (221 ,Q — /). 

Les nombres précédents sont ceux donnés directement par l'expérience, 
de sorte que les quantités u et u! ne sont pas les volumes spécifiques et - 

ainsi que —, ne sont pas les densités; pour avoir ces quantités il faut mul- 

tiplier les valeurs précédentes par le poids du liquide employé, ce qui 
donne 

=1 o , 207 — o , 000287 (221,9 — t). 

Pour la dissolution d'acide benzoïque à 2,5^8 pour loo, on trouve 
également que le diamètre de la courbe des densités est rectiligne et repré- 
senté par 

= o , 264 -h o , 00028 1(211,6 — 0- 



Pour Téther j'ai trouvé, d'après mes expériences, 

= 0,261 4- 0,000962(189,9 — t). 

Donc les dissolutions ont des courbes de densité à diamètre rcctilisne 
comme les corps réguliers, mais pour les solutions concentrées l'inclinaison 
du diamètre est inverse de celle correspondant à un corps unique; les solu- 
tions étendues, au contraire, ont un diamètre ayant une inclinaison de 
même sens que le dissolvant. 

Les nombres précédents montrent que l'inclinaison du diamètre est 
reliée à peu près linéairement à la concentration des solutions; en admettant 
cette proportionnalité on est conduit à penser qu'une solution éthérée 
d'acide benzoïque à 3,9 pour 100 a une courbe des densités à diamètre 
horizontal. 

Si les résultats qui viennent d'être trouvés sont d'ordre général, comme 
il y a tout lieu de le croire, en considérant les mélanges de deux corps 
solubles en toutes proportions l'un dans l'autre, il existe un mélange pour 
lequel le coefficient angulaire du diamètre rectiligne a une valeur positive 
maxima et deux pour lesquels il est nul, puisque, lorsque le titre du mé- 
lange varie de o à i, le coefficient angulaire du mélange passe d'une valeur 

Fac, de T. — XI. B.5 
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négative à une autre valeur négative. Des expériences sur ce point devraient 
être faites. 

I. — Influence de la pression. 

Le Tableau suivant contient les volumes d'une même masse d'éther, 
d'une dissolution d'acide benzoïque dans Téther, d'eau et d'une dissolution 
aqueuse de Kl, mesurés pour chaque liquide à la même température mais 
sous des pressions différentes. 











v 


olumcA . 














Élher à 






Solutiou 

d'acide 

benzoïque 








Solulion 

aqueuse 

de Kl 






m. -,— 


m^ 




à 5 pour 100 




Eau 




à 3o pour 10 




i88%4C. 




iZg^yb C. 




Ctà2l2«»,l C. 


alm 


à aooC. 


alm 


et à 20» C. 


alm 




atm 




alni 




I . . . 


I , 00000 


1. . . 


1 , 00000 


45... 


2,055l2 


20. . . 


1,37786 


5o. . 


. 1,88747 


5o. . . 


997^6 


5o. . . 


99797 


5o. . . 


I ,98987 


5o. . . 


1,35 143 


100. . 


. I, 68540 


100. . . 


99537 


100. . . 


99598 


lOO. . . 


I , 70660 


100. . . 


1,31409 


i5o. . 


. 1,56234' 


i5o. . . 


99^14 


1 5o . . . 


994o5 


i5o. . . 


1,58790 


i5o. . . 


1 ,28309 


200. . 


• 1,4/470 


200 . . . 


9909G 


200 . . . 


99216 


200. . . 


I ,5i356 


200. . . 


1,25687 


25o. . 


. 1,40727 


260. . . 


98881 


25o. . . 


99o3o 


260. . . 


I ,46o3o 


25o. . . 


1,23437 















Il résulte de ces nombres, qu'en soumettant ces dissolutions et ces liquides 
à des pressions croissantes les volumes décroissent; pour un même excès 
de pression la diminution de volume est d'autant plus faible que la 
pression est plus élevée ou que la température est plus basse. 

Mais nous ne pouvons nous contenter de cet énoncé qualitatif, il faut 

enserrer ces résultats dans une loi mathématique. 

Une formule 

RT A 



(5) 



P = 



V — a 



a bien été donnée par M. Van der Waals (*) pour représenter les volumes 
d'un fluide en fonction de sa pression et de sa température; mais, comme le 
dit très bien M. Sarrau dans la préface même de la traduction française de 
la Continuité j l'équation de ^l. V^an der Waals « n'est qu'une première 
approximation ». Or, pour représenter les expériences actuelles, j'ai besoin 
de formules s'adaptant exactement aux variations des volumes, puisque ces 
formules auront pour but de me permettre de calculer les compressibilités 



(*) Van der Waals, Continuité des états gazeux et liquides, traduction Dommer. 
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^' 



qui sont des coefficienls de variation. Je ne saurais donc me contenter d'une 
formule donnant les volumes au j^, ce qui n'est même pas le cas de la for- 
mule (5) de M. Van der Waals, dont l'approximation est bien moindre. 

La formule de M. Van der Waals a subi de la part de Clausius différents 
essais d'adaptation : il y a donc lieu de se demander si les formes proposées 
par Clausius ne seraient pas acceptables. Pour élucider ce point je prends la 
formule de Clausius 



(6) 



[^^1^^^-^^ = ''^' 



qui est une des formes les plus générales (*) obéissant au théorème des états 
correspondants et je vais l'essayer en employant une même masse de 
fluide liquide à des pressions et à des températures différentes, mais telles 
que le volume ait toujours une même valeur p, ; alors 



et 



— k 



' -X, 



i', — a 



k et X étant deux constantes, et l'équation (6) prend la forme 

(/? + /aTl^)i=RT, 
d'où 

ka 

et pour un certain état de la masse fluide 

|xlogT,= log(RXT,-/o,)-logÂ-a, 
IJ. logT,= Iog(RXT,-/>,) - \ogka, 
[i IogT,= log(R).T,-/>,) - \og/ca. 



d'où 



/ RXT.-^. N 



(*) Gomme Ta montré M. Mathias dans les Annales de la Faculté des Sciences de Tou- 
louse , t. V, 1891. 
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l{lT,-p, 



'»<?;) '»<*:) 



Cette équation n'est vérifiée que dans deux cas : i^ si /? est proportionnel 
à T, ce qui exige [i. = i ; 2^ si RX = ao, car alors p est négligeable vis-à-vis 
de RXT. Comme je n'ai pas encore exposé tous mes résultats, je me con- 
tenterai d'emprunter à M. Amagat (*) plusieurs de ses nombres, par 
exemple les valeurs des états pour lesquels le volume d'une masse d'éther, 
qui égale i à o", prend la valeur 1,08. Ces états sont 

o al ni 

T,=i 60 -h 273 =: 333 C. et Pi= 100,4, 
T,=:i38-+- 273 = 411 />î= 638,8, 

T3 = 1 98 -h 273 = 47 1 /?3 = I o34 , 8, 

et nous voyons que p n'est pas proportionnel à T. D'autre part, on ne sau- 
rait accepter RX = ao, car l'équation (6) ne signifierait plus rien. 

Donc, l'équation (6) ne représente pas le phénomène. 

Il en est de même pour l'équation plus complexe 

_ RT AT^ - y^T 

donnée également par Clausius. En efict, d'après la convention faite pré- 
cédemment de considérer toujours le même volume d'une même masse de 

substance, 

/> = RXT-(A,T«-B,T), 

(RX-hB,)T-/> = A,T«, 

équation qui nous conduirait aux mêmes résultats que la précédente et, par 
conséquent, tout aussi inacceptable. Du reste, l'équation complexe (7) ne 
présente aucun intérêt, attendu qu'elle n'obéit pas au théorème des étals 
correspondants dans sa forme simple. Et aucune des formules précédentes 
ne peut représenter les volumes d'une masse de fluide lorsqu'on fait varier 
à la fois la température et la pression. 

Mais nous devons tout d'abord, comme nous l'avons mis en tête de ce 
paragraphe, nous occuper de l'action de la pression seule, la température 



(>) Amagat, loc. cil. 
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restant constante; dans ce cas la formule (6) pourrait peut-être convenir; 
seulement cette équation est du troisième degré en p : elle est difficile à 
manier et, comme elle n'a pas la généralité que lui supposait Clausius, on 
peut très bien la remplacer par une autre plus simple, pourvu qu'elle se 
plie au phénomène. L'équation que nous cherchons peut être empirique, 
c'est-à-dire n'avoir aucune prétention théorique, car elle a uniquement pour 
but de rectifier les valeurs des volumes, de façon à pouvoir mieux calculer 
les coefficients de compressibilité qui sont des coefficients de variation. 

J'ai trouvé que la formule la plus parfaite pour représenter les volumes, 
à une même température, en fonction de la pression, était 



(8) 



V =- jjj A: log(/> - A) -f- B/> -4- C, 



dans laquelle M est le module des logarithmes vulgaires A, B, C et K des 
constantes ; elle s'applique même au voisinage du point critique pour des 
variations de pression de 200*'", comme on peut le voir sur les Tableaux 
suivants : 

Ether, 
e = 189% 9C., 71 = 36"*'",8. 

Première méthode. 
Volumes à 20° d'une certaine masse d'éther. 



p- 


Expérience. 


Formule. 


alm 
I 




I ,00000 


I , 00000 


XO 




99649 


99641 


5o 




99090 


99093 


100 




98221 


98226 


i5o 




97426 


97418 


200 




96668 


96665 


7,5o 




95965 


95965 




A 


= — 2181,6, 






B 


= 3594, 






C 


= 102404700, 






K 


= 12019400. 
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Deuxième méthode. 
Volumes d'une masse d'élhcr dont le volume est i à o* sous la pression atmosphérique. 



A 139%5. 
Tension max.= i6»'", 12. 



A 152% 3. 
Tension max.= 20»^, 38. 



A 158-, 1. 
Tension max.= 22»^,45. 



p. Exp. Formule. 


P' 


Exp. 


Formule. 


P' 




Exp. 


P'ormule 


alm 

xo 1,37791 1,37786 


atm 

25 1,45730 


I ,45726 


atm 
25 


1 , 50762 


1 , 50762 


5o i,35i48 1, 35143 


JO 


1,42751 


1,4^734 


5o 




I ,47200 


1,47184 


100 i,3i4i5 1,3 1409 


100 


1,37808 


I ,37815 


75 




1,44128 


1,44128 


i5o i,283o4 I, 28309 


i5o 


1,13902 


I ,33902 


100 




1,41469 


1,41474 


200 1,26689 1,25687 


200 


1 ,30693 


1 , 3o688 


i5o 




1 ,37055 


1,37055 


25o 1,23441 1,23438 


25o 


1,27985 


1,27989 


200 
2 5o 




1,33499 

1 ,3o544 


1,33493 
i,3o544 


A=— 230,714, 




A=-- 157 


,35, 




A 


= — 126, 


24; 


B= i525,93, 




B= 1434 


,54, 




B 


= 1446,23; 


C = 28903550, 




C- 2811 


5900, 


• 


C 


— 27966000 ; 


K= 2743405, 




K= 2608401, 




K 


- 2575473. 


A 171-, 3. 




A 181% 


6. 






A 188% 4 


1- 


Tension max. =r 27*^, 63. 


Tension max. = 
p. Exp. 


: 32*^'", 53. 

Formule. 


Tension max. = 
p. Exp. 


se^'-jis. 


p. Exp. Formule. 


Formule 


aim 

3o 1,64951 1,649^1 


atm 
40 1,81168 


1,81168 


alm 
45 


2,o55l2 


2,055l2 


5o i,6oi3o 1,60114 


5o 


1,76375 


1,76362 


5o 




1,99000 


1,98988 


80 1, 14485 1,54485 


70 


1,69053 


I ,69053 


60 




1,89765 


',89776 


100 i,5i2rj 1,51209 


90 


1 ,63578 


1,63582 


70 




1,83267 


1,83252 


i3o 1,47272 1,47288 


100 


I,6i3i3 


1,61295 


80 




1 ,78210 


I ,78210 


160 1,44019 1,44019 


i3o 


1 ,55635 


1,55635 


90 




1,74112 


',74109 


200 1,40370 1,40390 


160 


I ,5i2i8 


1 , 5 1 2 1 2 


100 




I , 70652 


1 , 70660 


2"iO 1,36694 1,36694 


200 


1,46537 


I ,46546 


120 




1 ,65070 


i ,65o83 




25o 


î ,42000 


1 , Î2000 


i5o 
180 
200 
2 5o 




1,58790 
1,54033 

i,5i348 
1 ,46o3o 


I , 58790 
I , 54000 
i,5i346 
I ,46o3o 


A = — 55,56, 




A-— 3 


,463, 




A 


= -h 29 


,632; 


B= 1413,17, 




B= 1401 


,65, 




B 


= i397 


,87^ 


C — 274i58oo, 




C — 27069100, 




C 


= 2688« 


5900; 


K — 2464060, 




K= 0.388280, 




K 


= 234 


i366. 
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Dissolution diacide benzoïgue dans Véther à 5,og5 pour 100. 

6 = 22I**,9C., TT = 57**'°,o. 

Volumes d'une masse de dissolution qui, à o** et à la pression atmosphérique, 

a un volume égal à i . 



A 150% 4. 
Tension maxima = i7»^"*, 264. 



A 168%0. 
Tension maxima = aS'*", 61. 





p. E 


xpériencc. 


Formule. 




P- 


E 


xpérience. 


Formule. 




alm 
25 


I ,3523o 


I ,3523o 




alm 

3o 




1,43564 


1,43564 




5o 


1,33609 


I ,33598 




5o 




1,41741 


1,41753 




75 


1 , 32o56 


I ,32o56 




75 




1 , 39636 


I , 39636 




100 


i,3o582 


I , 30598 




100 




1 ,37673 


1,37665 




i5o 


I ,27904 


1,27904 




i5o 




1,34099 


1,34099 




200 


1,25465 


1,25471 




200 




1,30970 


I , 30954 




25o 


I ,23261 


I ,23261 




25o 




1,28154 


1,28154 




A 


= - 494,84, 








A 


-- 339 


,88; 




B 


= l582,I2, 


» 






B 


= i5o4,64; 




C 


= 40485717, 






C 


— 38028600 ; 




K 


= 43i79«2, 






K 


= 4010930. 




A 185% J 


). 




A 20(h,fi 


t 






A2i2%l. 


Tension max.= 


3i*^,58. 


Tensi 


on max. = 


39'^, 61. 




Tension max.= 47'*", 5. 


P- 


Exp. 


Formule. 


P' 


£xp. 


Formule. 




P' 


Exp. Formule. 


aim 
40 


I ,53981 


1,53981 


atm 

5o 


1,67618 


1,67618 




atm 
5o 1 


[,88747 1,88747 


60 


I, 51249 


i ,5i263 


60 


1 ,6525i 


I ,65257 




60 ] 


[ ,83620 1,83590 


80 


1,48767 


1,48767 


80 


I ,61019 


I ,61002 




70 


i,79i»3 i,79i3o 


100 


1,46469 


1,46462 


100 


I ,57253 


1 ,57253 




80 1 


[,75204 1,75204 


120 


1,43800 


I, 43814 


125 


I, 53140 


1,53128 




90 1 


,71708 1,71700 


i5o 


i,4i386 


i,4i386 


i5o 


1,49498 


1 ,49498 




100 


[,68553 I, 68540 


200 


I ,37065 


I ,37082 


200 1 


[,43372 


1,43356 




125 1 


,67770 1,61787 


25o 


1,33371 


1,33371 


2JO 


[, 38312 


1, 38312 




i5o 1 
175 1 
200 ] 
25o ] 


[,56234 1,56234 

[,5i553 i,5i534 

t, 47479 ',47470 

,40727 1,40727 


A 


— — 20 I , 


9, 


A = 


= — 90, 


276, 




A: 


= — 11,345; 


B 


= 1462, 


B, 


B = 


= 1496, 


6, 




B: 


= i4i2,8; 


C 


— 36i3859o, 


C = 


= 34705760, 




C: 


= 33245790; 


K 


= 3789 


535, 


K = 


3644880, 




K: 


3508240. 



B.4o 
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Alcool. 
= 235%iC. et 



r = 63"*™, 7. 



Volume (l'une masse d'alcool qui, à o°(^ et à la pression atmosphérique, 

a un volume égal à i. 



A 150% 7. 
Tension max. = iq*'", 28. 

p. Expér. Formule. 



al m 

•.>.o I ,'j>5332 

•><) i,'ji4o3o 

100 l,'2'2l5'Jl 

i5o i,2o54<'> 

9,00 1 ,19107 

'>.5o 1,17875 



I ,'a533'>. 
I ,24045 
1 , 7.g>, 1 5*2 



I ,20.)2I 



1,19107 
1,17875 



A 
K ^ 



— 397,85, 
1698,34, 
28i3588o, 
2590947, 



A 108% 7. 
Tension max. = 17*"°, 71. 

Expér. Formule. 



alm 

2') i,3i383 

5o I ,29966 

100 1,2747» 

r>o 1,25385 

200 1 ,23626 

2 5() 1 , 22 1 1 I 



i,3i383 
I , 29955 



«'-/f 



1 ,23393 
I ,23626 
I , 22 II 4 



A = — 294 , 35 , 
B= 1733,85, 

C = 27335450, 

K = 2469610, 



A 182% 9. 
Tension max. = a3»'"",9'|. 

). Expér. Formule. 



alai 

3o 1,37657 

5o 1,36 144 

100 1,32898 

I 5o I , 30299 

200 1,281 22 

25o 1,263 12 



1,37657 
i,36i34 
I , 32898 
1,30282 
1,28122 
1 ,263 12 



A = — 2o5 , 2 ; 
B= 1686, 4; 
C = 26163840; 
K = 2279804. 



\ 205% f). 
Tension max.= 37*'*, 8. 

>. Expér. Formule. 



al m 

5o 1,51895 

70 1,193 12 

100 1 ,46057 

i5o I, il 834 

200 1 , 38628 

25o 1,36074 



1 ,51895 

irl9'^99 
I ,46057 

I,4i818 
I , 38628 

1 , 3607 I 



A=— 8>,597, 
B= 1704,1, 
C = 25324060, 

K — 2091070, 



A 21(1% t. 
Tension max.= 46"", 01. 

/>. Expér. Formule. 



atni 

5o I ,64936 

75 1,59853 

100 1,55948 

125 I , )28l4 

1 5<) I , 50220 

175 i,48o38 

200 I , 46 161 

2 5o 1 ,43o39 



1,64936 

i,5984-^. 
1,559 18 

I ,52822 

I ,50232 

i,48o3S 

i,»6i47 
i,43o39 



A = 


-- 28,405, 


B- 


1 672 , i , 


(: = 


25 1 03900 , 


K = 


i992«o7, 



A 0070 O 

■t\. A. ^ f , ^. 

Tension max. = 55**", 94. 
>. Expér. Formule. 



alni 






70 




1,80283 


1 , 80283 


80 




« , 76497 


1,76486 


90 




1,73370 


1,73380 


100 




1 , 70762 


I ,70762 


125 




I, 65631 


I ,656i4 


i5o 




1,61719 


1,61738 


.75 




1,58658 


I , 58658 


200 




i,56i38 


I ,56 123 


2 5o 




1,521 |8 


1,52148 




A 


-^ ^7, 


60; 




B 


- i558, 


'; 




C 


= 249M 


^58o; 




K 


- 1886845. 
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Dissolution de résorcine dans l'alcool à 2,07.5 pour 100. 

e = 25o*,oC., 'ir = 73*"°,9. 
Volume d'une masse de dissolution qui, mesurée à 0° et à i*'", a un volume égal à i. 



A 187% 7. 




A 201», 3. 




A 216%8. 


Tension inax.= 22»*",85. 


Tension max. = 3o*'"*,o8. 


Tension max.= 4o*'°*>49- 


p. Expér. F'ormule. 


P- 


Expér. Formule. 


P- 


Expér. Formule 


alm 


alm 


alm 


3o i,36i53 i,36i53 


40 


I, 42403 1,42403 


5o 


1,52590 1,52590 


5o 1,34742 1,34730 


70 


1 , 39968 I , 39952 


75 


1,49546 1,49546 


100 1,31889 1,31889 


100 


1,37811 1,37811 


100 


1,46960 1,46944 


i5o 1,29481 1,29495 


i5o 


1,34793 1,34780 


i5o 


1,42694 1,42694 


200 1,27450 1,27450 


200 


1,32263 1,32263 


200 


1,39332 1,39345 


25o 1,25687 1,25687 


25o 


i,3oi4i i,3oi4i 


25o 


1,36624 I,366i4 


A = — 287,6, 




A = — 200,83, 




A — — 109,25; 


B= 1668,5, 




B= 1664,7, 




B- 1677,8: 


G= 28881410, 




C = 27956540, 




C = 27217310; 


K = 2660950, 




K= 25i324o, 




K = 2374960. 


A 227% 5. 




A 236% 2. 




A 242% 3. 


Tension max.= 49**"» 19- 


Tension max. = 57*^". 


Te 


nsion max. = 63»''»,38. 


p. Expér. Formule. 


P 


Expér. Formule. 


P- 


Expér. Formule 


alm 


alm 


atm 


60 1,62580 1, 62580 


65 


1,74172 1,74172 


70 


1,87678 1,87678 


80 1,59057 1,59069 


80 


1,69927 1,69915 


80 


1,82893 1,82862 


100 i,56ii5 i,56ii5 


100 


1,65394 1,65394 


90 


1,78976 1,78988 


125 1,52979 1,52994 


125 


1 ,90955 I ,60947 


100 


1,75757 1,75757 


i5o i,5o35i i,5o35i 


i5o 


1,57367 1,57384 


125 


1,69488 1,69480 


200 1,46091 1,46077 


175 


1,54438 1,54438 


i5o 


1,64816 1,64804 


25o 1,42743 1,42743 


200 


1,51878 1,51894 


175 


1,61107 1,61107 




25o 


1,47879 1,47879 


200 
25o 


I , 58099 I , 58074 
1,53327 1,53327 


A=- 48,75, 




A=— 0,79, 




A=-f- 3i,8o; 


B= 1680,1, 




B= i655,4, 




B= i656,6; 


C= 26843180, 




C= 26493640, 




C = 26456080 ; 


K= 22^8910, 




K= 2193740, 




K= 2i4238o. 



L'équation (8) n'est pas linéaire en/?; donc, à une certaine température, 
il y a lieu de distinguer deux coefficients de compressibilité : le coefficient 
moyen et le coefficient vrai. 

1° J'ai déjà dit, au début de ce Mémoire, que je prends pour coefficient 
moyen de compressibilité c entre deux pressions p et p^ la variation de 
volume d'une masse de liquide qui, à 0° et à la pression atmosphérique, a 

Fac. de T. — XL B.G 
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runilé de volume, rapportée à la variation de pression, 






P — Pl 



mais, comme 



(9) 



V=- jj A'Iog(/>-A)-+- hp-hC 






En particulier, nous étudierons plus tard, pour les dissolutions aqueuses, 
ce coefficient entre la pression atmosphérique et telle autre pression plus 
élevée, par exemple 3oo*'", car pour ces dissolutions, qui sont très éloignées 
de leur point critique, il y a proportionnalité entre les coefficients moyens de 
Teau et des dissolutions, quelles que soient les pressions entre lesquelles ces 
coefficients sont pris. Ce fait résulte des nombres suivants donnés à titre 
d'exemple et qui sont relatifs à l'eau et à la solution à 3o pour loo d'iodure 
de potassium . 





Eau à 20"C. 






Vol 


urnes V. 




p- 


Exp. 


Formule (8). 


A = i- 


I 


I ooooo* 


I ooooo 


«17 




99«8'2 


99883 


234 


5o 


997G5 


99766 


3 19 


«0 

7^ 


99C5o 


99651 


4G3 


loo 


99537* 


99537 


575 


I'2") 


994*^5 


99 1*^5 


G8G 


i5o 


99'^' 4 


99"^ 14 


795 


«75 


9920 i 


99'io5 


9"4 


•>.oo 


99"9^* 


99096 


1119 


•>.>o 


98881 


98881 


i33i 


3oo 


98G69* 


98GG9 






A--r- 


175,7.3, 






B = - 


3,8iio5, 






C- 


ioo98G,')7, 






K = 


437,54, 





Soin lion de Kl à 3o pour 100. 





t = 


20" C. 






Vo 


lûmes V. 








Kxp. 


Formule (8). 


A': 


r. I - v. 


A' 


ooooo* 


100000 




102 1 


,1470* 


99^97 


99»98 




'20 3 1 


, 1326 


99795 


99797 




3o3 1 


,i5i8 


9969 î 


99697 




40-2 1 


.i5i7 


9959^' 


99598 




5oo 1 


, i5oo* 


99501 


99600 




595 1 


, 1 529 


994o3 


994o5 




690 1 


, l522 


99308 


99310 




7«4 « 


, i53o 


9921 G* 


99'2i6 




970 1 


,i53G* 


990V.9 


99o3o 




1 154 1 


,i534 


9«8|6* 


988.1 G 










A- — 


«75 


,76; 






B- 


3 


,'28088; 






C — 100903 


,83; 






K = 


400 


,707- 
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J'ai donc, lorsqu'il s'agissait des dissolutions aqueuses, fait les compa- 
raisons entre les coefficients moyens de compressibilité pris entre i et 
3oo**", comme j'aurai occasion de le redire dans le Chapitre suivant. 

2" J'ai également dit que j'appelais coejfficient de compressibilité vraie y 
à une certaine pression p la limite vers laquelle tend la valeur du coeffi- 
cient moyen entre deux pressions p et p^ lorsque /?, tend vers p ou, en 
d'autres termes, il est la dérivée, changée de signe, de V par rapport à p, 

c'est ce coefficient seul que nous considérons pour les liquides à des tempé- 
ratures élevées, car les coefficients moyens sont absolument insuffisants. 

La formule (lo) permet de calculer ce coefficient et sa variation avec p, 
puisque nous connaissons les constantes K, A et B. Je donnerai, dans un 
moment, à propos de l'influence de la température sur la compressibilité 
vraie, les valeurs ainsi calculées. 

Ces valeurs sont particulièrement intéressantes parce que pour les disso- 
lutions que j'ai considérées il se trouve que les volumes égaux, mesurés à 
o^'C. et sous la pression atmosphérique, contiennent le même nombre de 
molécules, ce qui fait que ces coefficients ont une signification au point de 
vue moléculaire. 

II. — Influence de la température. 

Sur les Tableaux des pages 87, 38, 3(), 4o et 4' sont inscrites les valeurs 
des coefficients qui doivent être introduits dans la formule (8) pour repré- 
senter les volumes aux différentes températures. Ces coefficients varient 
avec la température suivant une loi complexe que nous ne chercherons pas, 
car notre but est plutôt la connaissance d'une loi relative aux variations des 
coefficients de compressibilité qu'une loi donnant les volumes d'une même 
masse de fluide. Le coefficient de compressibilité qui rend le mieux compte 
de la compressibilité d'un fluide est le coefficient vrai; nous chercherons 
donc la loi de variation du coefficient vrai en fonction de la pression et de 
la température. Nous avons déjà trouvé que ce coefficient était lié à la 
pression par la formule 

K 



1- 



B. 



Ii/.4 
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Or, nous ne saurions garder cette formule déduite d'une équation em- 
ployée uniquement pour rectifier des résultats. J'ai cherché une relation 
plus rationnelle, tenant compte d'idées générales, par exemple du théorème 
des états correspondants, et dans laquelle les coefficients seraient, en partie, 
des constantes critiques. Je me suis arrêté, comme représentant le mieux 
les résultats, à la formule 



(12) 



•/ = 



a-bP- 



273 4- / 



p — T. 
71 



dans laquelle a, 6, cl sont des constantes caractéristiques de la substance 
étudiée, ir la pression critique, la température critique. 

Cette formule représente parfaitement les résultats expérimentaux rec- 
tifiés par la formule (10), dans un intervalle de 5o à 6o^C. et pour une va- 
riation de pression de 25o*^™, comme on peut le voir sur le Tableau 



suivant : 



Valeurs en lôoôVïnrô ^^^ coejljicienis de compressibilité à /?**"™. 



Éther. 





A 20*» c. 


A 139",5C. 


A 152%3C. A 158% 10. 


P 


Expér. Form. (11). Expér. 


Form. (12). 


Expér. 


Form.(ia). Expér. 


Form. (la). 


>o 


<79'^ 


1792 


8247 


8i8| 


II 145 


III 12 13167 


1 3 1 52 


100 


1677 


1O74 


6769 


6743 


8701 


8689 9937 


9930 


i5o 


i56i 


i56i 


568o 


5679 


7052 


7052 7877 


7878 


200 


i45i 


1452 


4843 


4861 


5863 


5872 G448 


6454 


25o 


1349 


i349 


4181 


4223 


4969 


4982 5399 


5410 




A 171«,3C. 
Expérience. Formule (12). 


A 181^ 
Expérience. F 


,6C. 
'ormulc(i 


A 188% 
ra). Expérience. F 


4C. 


P- 


ormule (12). 


5o 


21930 




21923 


43270 


432G6 


113557 


113557 


100 


14427 




14424 


21682 


21681 


31875 


31876 


I JO 


10574 




10574 


14161 


14161 


18054 


18054 


2fX> 


8228 




823 1 


io336 


10337 


12345 


12346 


2 )0 


G65i 




6655 


8021 


8022 


9227 


9227 






a - 


= io8,o63, 


6 = 2,33356, 


rf = 


0,0166882. 
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Dissolution diacide benzoïque dans Véther : 5, o^S pour 100. 



A 150% 4 C. 
Expérience. Formule (la). 



A 168°, OC. 
Expérience. Formule (1 a). 



A 185»,5C. 
Expérience. Formule (12). 



5o 


6343 


63 16 




8783 


8751 




i358i 


13545 


100 


5676 


5664 




7613 


7600 




11089 


11075 


i5o 


5ii4 


5ii4 




6683 


6683 




9306 


9306 


•>.oo 


4632 


4643 




5925 


5936 




7966 


797^ 


•i5o 


4ai5 


4235 




5295 


53i5 




6923 


6940 






A200«,8C 


• 




A212«,1C. 






P- 


Expérience. 


Formule (la). 


Expérience. 


Formule (12). 




5o 


^4487 




24442 




55770 


55751 






100 


17659 




17640 




30095 


30089 






i5o 


13673 




13672 




2033 1 


2o33j 






200 


10060 




11073 




15187 


i5i9i 






25o 


9215 




9239 




120 II 


12017 








a — 108, o63, 




6 = 2,33356, 


d = 


0,0166882. 





P- 

5o 
100 
i5o 
200 
25o 



P- 

5o 
100 
i5o 
200 
25o 



A 150»,7C. 
Expérience. Formule (la). 
4087 4o5o 



35o6 
3o3i 
2635 
23oi 



3490 

3o3o 
2646 

2320 



A 205% 6 C. 
Expér. Form. (la). 
i4o22 



14066 

9748 
7286 
5695 
4583 



9732 
7286 
5705 

4599 

a = 81,8237, 



Alcool, 

A 168% 7 C. 

Expérience. Formule ( i a ). 

5438 5419 



A 182% 9 C. 
Expérience. Formule (la). 
7247 7205 



4528 
3824 
3262 
2803 



4520 
3824 
3269 
2816 



5783 
473a 
3940 

3322 



5768 
4732 
3950 
3339 



A21G%1C. 
Expér. Form. (la). 
23682 



23725 

i384o 

9494 
7o5o 

5484 



13829 

9494 
7o56 

5493 



70 
100 

i5o 
200 
25o 



A 227% 2 C. 
Expér. Form. (la). 

42471 
24089 

13694 



42472 
24227 

13694 
9270 
6836 



9278 
6836 



b = 4,43452, e; = 0,0268188. 



Solution alcoolique de résorcine : i^oyS pour 100. 





A 


187% 7 C. 


A 201%3C. 


A 216%8C. 


A 227% 5 C. 


P- 


Expér. 


Form. (la). 


Expér. 


Form. (1 a). 


Expér. 


Form. (la). 


Expér. 


Form. (la). 


5o 


6213 


6195 


8355 


8323 


i323o 


l3202 


21397 


21388 


100 


5196 


5190 


6689 


6678 


9668 


9659 


l364o 


13633 


i5o 


4412 


44i2 


5499 


5499 


7481 


7481 


9786 


9784 


200 


3788 


3794 


46o5 


4612 


6002 


6006 


748i 


7483 


25o 


3281 


3289 


3910 


3921 


4932 


4941 


5948 


5953 



B./i6 



) 






H. 
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A 236 


%2C. 




P' 


Expérience. 




Formule (12). 




70 


29334 




29323 




100 


2or 10 




20100 




i3o 


12893 




12886 




200 


9270 




92G4 




25o 


7092 




7087 






a — 


81 


,8237, b - 


4,43452, 





A 242* 


',3C. 


P- 


Expérience. 


Formule (12) 


70 


54431 


54306 


100 


•29758 


29694 


i5o 


16469 


16434 


200 


11081 


1 1057 


260 


8162 


8145 


d = 


0,0268188. 





Donc, dans un intervalle restreint de température, cette formule pourra 
être employée, réservant la formule (i i) pour des cas plus généraux corres- 
pondant à des intervalles de température plus étendus. 

11 est à remarquer, sur le Tableau précédent, que j^ai introduit, dans la 
formule (12), pour représenter la compressibilité de la solution éthéréc 
d'acide benzoïque, les coefficients relatifs à Téther, et pour représenter la 
compressibilité de la solution alcoolique de résorcine les coefficients de 
l'alcool; j'ai pu en faire autant pour les sept autres solutions mises en expé- 
rience : il y a donc là un fait général. L'équation (12) avec ses mêmes 
coefficients peut servir à représenter la compressibilité d'un liquide et de 
ses dissolutions ; mais cet énoncé peut encore être donné sous une forme 
plus simple. En effet, si dans l'équation (12) nous faisons 

il vient 

a — hz 
' I — m 



in 



-\-ci{s — i) 



(|ui est indépendante des constantes critiques et qui montre que, si les coeffi- 
cients a, 6, d sont les mêmes pour deux corps différents, ces deux corps 
ont les mêmes coefficients de compressibilité vraie, à des pressions et à des 
températures correspondantes; en d'autres termes, le théorème des états 
correspondants leur est applicable. 

D'après ce que nous avons dit précédemment, puisqu'un liquide et les 
dissolutions faites dans ce liquide ont les mêmes coefficients a, 6, r/, nous 
(levons conclure qu'un liquide et les dissolutions faites ai^ec ce liquide 
ont des compressibilités qui obéissent au théorème des états correspon- 
dants et, plus généralement, ont des volumes régis par le théorème des 
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états correspondants. Si nous avons montré précédemment que la formule 
de M. Van der Waals ne représente pas les volumes d'une même masse 
liquide en fonction de /? et /, je crois que ce résultat en faveur de la loi de 
correspondance, due aux remarquables travaux du même physicien, ra- 
chète largement cette critique. 

Des nombres donnés au même Tableau il résulte que l'alcool et l'éther 
ayant des coefficients différents n'obéissent pas au théorème des états 
correspondants. Ce fait était déjà connu et c'est précisément en raison de 
cette divergence que j'ai, comme je l'ai dit au début de ce travail, choisi 
ces deux corps de façon à avoir les deux types des liquides les plus différents : 
l'éther représentant les liquides qu'on appelle réguliers et l'alcool, au con- 
traire, étant le spécimen des irréguliers. 

Des résultats précédents il découle également qu'un liquide ou une 
dissolution étant donné, ses compressibilités vraies, à une certaine pression, 
sont d'autant plus faibles que la température est plus basse. Ce fait avait été 
observé depuis longtemps sur l'éther par Grassi (*) qui trouvait, au voisi- 
nage de la température ordinaire, les compressibilités liées à la température 

par la formule 

Ci= Co(i H- o,oi48/). 

Depuis, MM. Pagliani et Palazzo (^) ont reconnu le même fait pour 
l'alcool au voisinage de la température ordinaire 

C/= Co(i -i-o,oo3i77^ -h o,oooo55/*), 

et cependant l'alcool est un des corps irréguliers. 

L'eau seule, au voisinage de sa température de solidification, présente 
une exception à cette loi. MM. Pagliani et Vicentini (') ont, en effet, 
trouvé que la compressibilité de l'eau décroît depuis o° jusqu'à 63^C., puis 
que, à partir de cette température, la compressibilité augmente avec la tem- 
pérature comme pour tous les autres liquides. La diminution régulière de 
la compressibilité de l'eau aux températures voisines de celle du maximum 
de densité a fait également le sujet d'études suivies de la part de 
MM. Rôntgcn et Schneider (*) et de M. Amagat (^). Voici, mesurées par 



(*) Grvssi, Ann, de Chim. et de Phys.^ 3* série, t. XXXI, p. 437- 

(^) Pagliani et Palazzo, Journ, de Phys., t. IV, p. 371; i885. 

(3) Pagliani et Vickntim, Journ. de Phys., t. IV, p. 871; i885. 

(*) Roentgen et Schneider, Ann, der Physik und Chemie, t. XXXiii; 1888. 

(•) Amagat, loc. cit. 
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la première méthode que j'ai indiquée, les valeurs des compressibililés 
moyennes de Teau entre i et 3oo**'" à différentes températures : 

Compressibilités de Veau. 



Température 


Compressibilité moyenne 


t. 




C. 


lO 




0,00004690 


20 




4437 


3o 




4238 


40 




4076 


'5o 




3954 


60 




3876 


70 




3888 


80 




3947 



En résumant ces données sur une courbe {fi g* 1 1) on voit très nettement 
qu'il y a un minimum de compressibilité, que ce minimum correspond à 



Fig. II 



<■ 
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63^,5 c. et qu'au-dessus de cette température les compressibilités croissent 
avec la température. L'eau présente une anomalie particulière que ne 
possède pas l'alcool qui cependant est un corps irrégulier comme Feau. 
Mais l'irrégularité de l'eau influe sur les solutions qui sont faites avec ce 
dissolvant et les solutions étendues ont, au voisinage de 20**, des com- 
pressibilités qui décroissent quand la température augmente; les solutions 
de chlorure d'ammonium se comportent ainsi même lorsqu'elles sont sa- 
turées; d'autres solutions, au contraire, ont pour une certaine concentration 
une compressibilité invariable dans une certaine étendue de température 
et pour des concentrations plus grandes une compressibilité qui croît avec 
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la température et d'autant plus que la concentration est plus grande; cette 
particularité est offerte, par exemple, par la dissolution de chlorure de so- 
dium qui, pour une concentration de i6,8 pour loo, a une même com- 
pressibilité à io°, 20 et 4o®C.; la solution saturée de chlorure de sodium, au 
contraire, a une compressibilité plus grande à 4^** qu'à 20**, comme le 
montrent les nombres suivants : 

Compressibilités moyennes en -jôôyo 



^'* 100000000 


i*<^o •i(y»c«'»»(y/»0 1 


i»<^ i^a \jn c>f»C'« <^ 


t ^*> \J\1\J m 


Solution 

à 

pour 100. 


Solution 

à 

II pour 100. 


Solution 

à 

17 pour 100. 


Solution 

à 

26^-17 pour luo. 


4437 
4076 


3552 
3433 


3i65 
3167 


2669 
2867 



Valeurs <le C. < . , „ 

Il est inutile de répéter que pour une température supérieure à celles 
considérées précédemment l'irrégularité présentée par les dissolutions 
aqueuses disparaît et que, comme pour les autres solutions, les compressi- 
bilités croissent avec la température. 

INFLUENCE DE LA COMPOSITION DES DISSOLUTIONS SUR LEUR COMPRESSIBILITÉ. 

Le Chapitre précédent peut être résumé en disant que le théorème des 
états correspondants s'applique à un liquide et aux dissolutions qu'on peut 
faire avec ce liquide. 

Si nous comparons les compressibilités de dissolutions de même con- 
centration moléculaire faites dans un môme liquide à des températures et 
à des pressions correspondantes, nous trouvons la loi simple d'égalité. 

Nous pouvons d'autre part, et cette étude seule présente maintenant de 
l'intérêt, vouloir faire cette comparaison à une température et à une pression 
fixes. Cette température et cette pression peuvent être quelconques, car il 
n'y a pas un système de température et de pression plus avantageux qu'un 
autre et donnant des résultats plus simples. Les compressibilités sont alors 
des fonctions complexes des constantes critiques, de la température et de 
la pression employée; mais, les constantes critiques pouvant elles-mêmes 
être reliées à d'autres invariants, il s'agit, dans le cas actuel, de chercher la 
loi qui donne les compressibilités en fonction des constantes physiques or- 
dinaires. 

Nous supposerons d'abord que l'on dissolve dans un même liquide, l'eau, 
des quantités variables de sel et nous chercherons, à une même tempéra- 
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ture, la loi qui relie les conipressibililés des liquides ainsi obtenus à la con- 
centration. 

Puis, faisant avec un certain liquide des dissolutions de même concen- 
tration, de sels diflérents, nous chercherons comment varient les compressi- 
hilités. 

Knfin, nous ferons varier la nature du liquide dissolvant en employant le 
même sel. 

I. — Influence du dcf^rê de concentration. 

Au début de ce Mémoire, en faisant riiislorique des recherches relatives à 
la coinpressibiiité des solutions, nous avons énuméré les travaux qui ont 
conduit leurs auteurs à admettre que la coinpressibiiité des solutions est 
phis faible que celle de l'eau et d'autant plus faible que la richesse saline 
est plus grande. 

Voici certains nombres qui corroborent cette façon de voir; ils sont re- 
latifs aux dissolutions de chlorure de sodium et je les ai obtenus par la pre- 
mière méthode indiquée au début de ce travail. 

Conipressibililés moyennes, entre i et Soo'»*'^, des solutions de chlorure de sodium. 

t = 20" C. 





Com 


ipressibililc nïojennc 


Teneur pour loo. 






C. 


o 




o, 


> 000044 37* 


li 






\'>^7 


5 






4oo3 


8 






37G7 


11 






355-2* 


i4 






3348 


»7 






3i63* 


•j»o 






^99» 


ai 






•>.«-28 


v>.G , V»?. 






•2G()<)* 



(]es nombres m'ont servi à tracer la courbe de la /ig, 12. 

Les nombres et la courbe montrent une parfaite continuité entre la com- 
pressibilitê et la concentration des dissolutions employées; ils montrent 
é}]falem<mt, comme on le savait déjà, que la compressibilité est d'autant 
plus faible que la solution est plus concentrée. Mais nous ne pouvons rester 
sur cet énoncé, nous devons chercher la loi quantitative de cette variation. 

A cet effet, considérons une dissolution de concentration a et de coeffi- 
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oient de compressibilité moléculaire pi; si nous changeons très peu la con- 
centration, nous obtenons une nouvelle dissolution dont la compressibilité 
est très voisine de la précédente, et la variation d[t. de la compressibilité 
rapportée à la variation da de la concentration doit être une fonction de la 
concentration 



da 



/«(«). 



Mais, si nous prenons des dissolutions de même concentration, faites avec 
le même sel dans deux liquides difierents, pour une même variation da de la 



Fig. 12. 
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concentration, la variation de la compressibilité ne sera pas la même et le 

rapport nr- dépend évidemment d'une quantité caractérisant le liquide de 

concentration a; or, quelle autre quantité que la compressibilité pi de la 
solution de concentration a caractérise mieux cette solution au point de vue 
de sa compressibilité et semble s'imposer plus dans le cas actuel? J'admets 
donc que /<(«) dépend de pi et, me plaçant dans le cas le plus simple, 
j'admets que cette fonction est proportionnelle à pi, donc 



et 



(i3) 

qu'on peut écrire 



f,(a)z=iM/{a) 
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et, en intégrant, 

Jog/JL = F(a) -hc. 

Si, dans cette équation, nous faisons a = o, 

logfXo = F(o) -hc; 
en retranchant, 

logfA — logfxo= F(a) — F(o). 

Nous savons que 

logfx — logfXo, 

s'annule pour a = o; nous admettrons que cette quantité est propor- 
tionnelle à a 

D'autre part, j'ai trouvé, en comparant les résultats de cette formule, 
dans laquelle 9 (a) est inconnue, aux données expérimentales, que le rapport 
de la densité du liquide à la densité de la solution, évidemment fonction de 
a, représentant ^(a) ; donc 

(i4) 77-^' 

et dans le cas de l'eau, comme d = i , 



a 



Mais, dans cette équation, pi ne peut être la compressibilité telle qu'on 
l'entend ordinairement ni même ce que j'ai défini sous le nom de compres- 
sibilité moyenne, pas plus que a n'est la composition centésimale du 
liquide. 

Je crois, en efl'et, qu'on n'a pas encore trouvé de formule simple reliant 
les compressibilités en fonction de la concentration, parce qu'on a toujours 
considéré les compressibilités comme une variation rapportée à l'unité de 
volume; on a toujours pris le même volume des différents liquides en expé- 
rience, alors qu'il fallait considérer une masse contenant le même nombre 
de molécules; cette façon d'envisager un liquide est, je crois, beaucoup 
plus rationnelle. Dans toutes les études de Physique et de Chimie le mol 
molécule revient à chaque instant : il est donc étonnant qu'on n'en ait 
pas tenu compte dans l'étude des compressibilités où, au contraire, cette 
notion semblait s'imposer à cause de la simplicité qu'elle y apporte : 
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la compressibilité d'un corps n'est plus, avec cette façon de voir, que la 
diminution des espaces intermoléculaires et, pour trouver une loi quel- 
conque entre ces variations, la première de toutes les choses est d'en con- 
sidérer le même nombre ou de prendre des volumes qui contiennent le 
même nombre de molécules. 

Il est évident que le nouveau coefficient de compressibilité correspondant 
à la variation de volumes contenant le même nombre de molécules, et que 
j'appellerai coefficient de compressibilité moléculaire pi, n'est pas une 
quantité expérimentale alors que le coefficient de compressibilité moyenne c 
que nous avons défini précédemment l'est; mais on peut passer de l'un à 
l'autre par un calcul très simple. Si nous considérons, par exemple, un 

poids égal à loo d'eau, elles contiennent — ^ = 5"**', 555. Si nous consi- 
dérons également un poids loo de solution à p pour loo d'un sel dont le 
poids moléculaire est /w, cette solution contient ~ molécules de sel à l'état 

solide; mais si nous supposons (*) que la dissolution d'un sel dissocie ses 
molécules, il y aura 

2 — molécules de sel 
m 

et 

5—^ molécules d'eau, 

i8 

soit en tout 

2— H Ç-S- molécules; 

m i8 

or, ces molécules sont contenues dans loo*^"^ de solution; dans loo^^ il y en 
aura 

\ m i8 / 

d étant la densité de la solution saline à p pour loo. La quantité c corres- 
pond, par exemple, à loo*^*^ que nous prenons momentanément pour unité 

(^) Ce n'est pas arbitrairement que j'ai supposé que la molécule se divisait en deux lors 
de la dissolution. Avec cette hypothèse, les formules représentatives sont excessivement 
simples : j*ai pu représenter, comme nous le verrons dans un instant, la compressibilité en 
fonction de la concentration au moyen d'un seul paramétre, alors que, sans cette hypothèse, 
les formules représentatives sont très compliquées. 

Je n'ai pas la prétention de considérer ce fait comme un argument en faveur de la 
théorie des ions. Ce fait s'interpréterait tout aussi simplement en admettant que la mo- 
lécule d'eau liquide est double. 



B.54 II. GILBAULT. 

do volume, mais comme la variation de volume est proportionnelle au 
volume, (JL est égal a c multiplié par la valeur du volume de solution qui 
contient 5'""', 555, c'est-à-dire par 

lOO 



i 



i8 

p ioo — p\ / 
m i8 



donc 



f^ = 



ou 



lOO 

-.8- '' 
ni 10 



loom. c 



[(30 — /n) p -\- ï oo /n ] ci 



Pour lixer la quantité a, ce que j'ai appelé la concentration, je me lais- 
serai encore guider |)ar des considérations moléculaires : je la définirai à 
peu prés comme Ta déjà fait M. Charpy (') dans une étude sur la dissolution 
où rintroduclion d'une quantité analogue a apporté de grandes simplifica- 
tions. J'appelle concentration aie rapport entre le nombre de molécules de 
sel existant dans la solution au nombre total de molécules (sel etdissolvant). 
Or, si nous considérons, par exemple, loo^'' de solution à p pour lOo, nous 

aurons 

p • 
2 - molécules de sel, 



donc 



~- molécules d eau; 

i8 



//i 

p I oo — /f 

'->. — -h 



a =: — 



m i8 

3C)p 



I oo m — p( m — 36 ) 



(') CiiVRPV, Ann. fie Cliim. et de Pliys., p. 5; 1893. 

Je définis la concentration de la même façon que M. Gharj)y, seulement je suppose que le 
sel en se dissolvant se dissocie alors que cet auteur ne fait pas cette hypothèse; il en ré- 
sulte que, quoique nos définitions soient les mêmes, nos valeurs de concentration sont un peu 
différentes. 
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II ne nous reste plus qu'à calculer pour certains sels les quantités [x et «, 
à les introduire dans la forme (i4) ^^ "voir si elles la vérifient. 

J'ai étudié les solutions, à différents titres, de 1 8 sels. Ces sels avaient été 
choisis parce qu'ils ne présentaient pas d'affinité avec l'eau et ne formaient 
pas avec ce liquide d'hydrate. Parmi les i8 solutions j'en retiens certaines . 
aussi différentes que possibles, formées par des chlorures, des azotates, des 
sulfates, des carbonates et j'en donne, dans les Tableaux suivants, toutes 
les constantes ainsi que les résultats des calculs numériques. 



Dissolutions do Kl. 







m = 


i65,6. 








Teneur pour loo. 








r. 


î^- 'oKH-, 


-logîx 


P- 


a. 


d. 




0,0000. 


0,0000. 


1^ 

a 


o 


o 


1 




4437 


4437 




5 


o,oi i3i 


! ,o38 




1341 


4355 


0,7386 


lO 


(),o2358 


1 ,078 




4247 


{275 


*>,7394 


1 ) 


o,o 569/1 


I , 1 20 




4i4<> 


4195 


«S 7391 


20 


o,o5i34 


I , 1 (Ui 




4oî7 


4ii5 


o,73<)o 


>5 


0,06757 


1,218 




3956 


4o38 


0,7378 


3o 


o,o8523 


1,271 




3849 


3958 


0,7398 


4o 


0, 1-2658 


1,396 




3646 


38o2 


«,7399 


5o 


0, 17807 


1,546 




3432 


3647 


0,7373 


6o,i59 


0,9.4715 


»,737 




3202 


3483 
Moyenne . . . 

* 


0,7387 
0,7388 






Dissolutions de AzO'Na. 










m - 


= 85. 








() 





1 




4437 


4437 




5 


0,02180 


I ,o332 




4187 


4173 


1 , 26 1 7 


lO 


0,04494 


1 ,0676 




3918 


3924 


1 ,2660 


>.o 


0,09574 


1,1418 




35io 


347^^ 


1,2653 


3o 


0, 15363 


1 ,2239 




3ii8 


3o8i 


I ,2621 


4o 


, 220 1 8 


i,3i55 




2759 


2726 


1 ,2643 


5o,o7 


0,29810 


i>4i87 




2430 


2407 
Moyenne. . . 


1,2635 




1,2638 






Dissolutions do KCl. 










m = 


74,5. 








o 





I 




4437 


4437 




') 


0,02480 


I ,o325 




4 149 


4125 


i,3i82 


lO 


0,05095 


i,o658 




3876 


3835 


1 ,3252 


i5 


0,07857 


1 , 1004 




3624 


3570 


I ,3222 


20 


0,10774 


I , i36i 




3390 


3328 


1 ,3170 


23,97 


0,l3220 


i,i654 




3208 


3i42 
Moyenne . . . 


1 ,3207 




1,3206 



= k. 
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Teneur pour loo. 



o 
ro 
•20 
3o 

4o,II2 



Dissolutions de NaCI. 
m = 58,4- 
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c. 


\^' 


logl^c 


-îogji 


a. 


d. 


0,0000. 


0,0000. 




a 




Dissolutions de SO^Am*. 










m — i32. 













I 


4437 


4437 






0,02941 


I ,0575 


3958 


4o36 




1,4773 


o,o6383 


1,1 149 


3479 


3652 




1,4766 


0, 10465 


1,1724 


3oo6 


3^v9 




1,4711 


0, 15445 


1 ,2290 


2522 


2897 




1,4726 








Movcnne . . . 


1,4744 



rf = A 









1 




4437 


4437 




2 


0,01242 


1,0145 




4258 


4229 


1 ,7005 


5 


o,o3i42 


1 , o362 




4oo3 


3939 


1,7057 


8 


0,01087 


i,o585 




3767 


3672 


1,7099 


1 1 


0,07079 


i ,0810 




3552 


3431 


1,7048 


i4 


0,09120 


i,io38 




3348 


32o5 


1,7093 


17 


0, 11210 


1,1270 




3i65 


3oo4 


1 , 7024 


20 


0, 13353 


1 , i5i 1 




2991 


2815 


1,7037 


23 


o,i555o 


1,1758 




2828 


2638 


1,7070 


26 , 22 


0,17970 


1,2029 




2669 


2467 
Moyenne . . . 


I , 7063 




I ,7055 






Dissolutions do CO'Na*. 










m = 


106. 














1 




4437 


4437 




5 


0,01756 


1 ,o525 




3777 


3712 


4,6463 


9 


o,o3249 


1,0950 




3328 


3232 


4,6387 


1 4 , 028 


o,o525i 


1,1498 




2842 


2724 
Moyenne. . . 


4,6391 
4,64i3 



Les valeurs de /r, dans les exemples que nous avons sous les yeux, pour 
les solutions d'un même sel, sont constantes à 3^ et, dans certains cas, 
à ^. Il en est de même pour les douze autres solutions étudiées; donc la 
formule (i4) représente parfaitement les résultats. 



II. — Influence de la nature du corps dissous. 

Nous venons de voir que la formule (i4) représente parfaitement la va- 
riation de la compressibilité des solutions avec leur concentration, à con- 
dition que la constante k soit différente d'un sel à un autre; il nous faut 
chercher si la constante k n'est pas liée à une autre constante, ce qui sim- 
plifierait encore la loi trouvée. 
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Mais on peut dire, a priori, qu'il ne peut exister de relation entre k et 
une autre constante, pour une bonne raison; c'est qu'il n'y a pas d'inva- 
riant caractérisant les solutions d'un corps dans un liquide. La teneur pour 
loo ne caractérise pas une solution, car elle peut être la même pour toute 
une série de solutions faites avec des sels différents dissous, soit dans un 
même liquide, soit dans des liquides différents. La densité, l'indice de ré- 
fraction ne caractérisent pas non plus les solutions d'un certain sel, Ccir elles 
varient avec la concentration de cette solution. Cela paraîtra étonnant, on 
s'est beaucoup occupé des dissolutions, mais sans avoir cherché au préalable 
un invariant auquel on pût rapporter les résultats, ce qui cependant est 
fondamental et je rappellerai simplement que les progrés en Physique ont 
toujours été liés à l'usage judicieux de constantes, ou invariants. L'idée de 
l'invariant /orc<?, due à Galilée, a permis la découverte de toute la pesan- 
teur; l'introduction en Alchimie de l'invariant masse a créé la Chimie 
moderne. « L'histoire de la Science nous montre le développement des 
grandes idées scientifiques toujours lié à la découverte et à la mise en 
œuvre de tels invariants : ce sont les pierres milliaires de la voie qu'ont 
parcourue les connaissances humaines (*). » 

Je me suis donc, avant tout, préoccupé d'avoir un invariant caractérisant 
les solutions. 

Invariant des dissolutions. — H y a bien une quantité qui caractérise 
une solution de titre déterminé, c'est la contraction qui accompagne la dis- 
solution du sel, c'est-à-dire le changement de volume subi par le liquide et 
le sel, lorsque, après les avoir considérés séparément ou dissous l'un dans 
l'autre, c'est une variation « d'énergie de volume w dont nous pouvons cal- 
culer la valeur. Si nous appelons p la teneur pour loo d'une solution, D la 
densité du sel à l'état solide, S la densité du dissolvant, d la densité de la 

solution, le volume d'un poids p de sel à l'état solide est ^> le volume de 

(loo — p)^ de dissolvant est '^^-T" ; donc, avant la dissolution, les ma- 
tériaux nécessaires à former loo^*" de dissolution avaient le volume 

D "^ d ' 



(1) OsTWALO, Bévue générale des Sciences, p. 954*, 1895. 
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après dissolution, le volume esl -^- et la variation de volume résultant de 
la dissolution 



ou encore 



g- 


ICO — 


- P 


lOO 

d ' 


" 1 
D 


I 

'â 


H- 


lOO 

p 


d fi 

di 



}' 



or, la quantité entre crochets est indépendante du poids de sel dissous, car 

— > étant le rapport du poids de la dissolution au poids de sel dissous, n'est 

autre que l'inverse de la teneur pour loo et est indépendant du poids de sel 
considéré; donc la valeur de ce crochet, qui, à la fois, est relative à la con- 
traction accompagnant la dissolution d'un sel et est indépendante du poids 
du sel dissous, caractérise, avec toute la généralité voulue, la contraction 
due à la dissolution d'un sel pour former une solution à p pour loo; je la 
représente par s et l'appelle la contraction de dissolution 

I I loo d — 

'~i5~"ï'^~y ~dr' 

Toutefois la quantité s varie avec la concentration ; cette variation est 
faible pour certains sels, assez considérable pour d'autres, mais c'est un 
fait général, comme le montre le Tableau suivant : 

Teneur 

pour 100 < 9 

Sels. p. calculé à 3o*G. Formule. à ao*C. 

NaCl J 2o o,i3a5 » -ho,i85 

26 o , 1 ao 

5 -f-o,4o3 

CO*Na« j 10 o,36i » -t-o,45o 

14 0,334 

4 -i-o,oa8o 

10 o,oa63 

16 o,oa44 ^ -4-0,029 

36 0,0198 



(AzO»)«Pb.... 



» 
» 

n 
» 
» 



» 



10 -4-0,1120 0,1120 



SO*Am« 



20 o,o835 o,o835 

3o o,o583 0,0577 ~ho,i432 



40 0,0343 o,o347 

donc, la contraction ne saurait être un invariant caractérisant les solutions 

d'un certain sel, puisque cette quantité varie avec la concentration. 

Mais nous devons remarquer que la contraction, lorsque le titre de la 
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liqueur diminue de plus en plus, tend vers une valeur finie. En effet, si je 
trace des courbes au moyen des données du Tableau précédent, en portant 
en abscisses les concentrations et en ordonnées les contractions, nous avons, 
dans le cas des dissolutions de chlorure de sodium, de carbonate de sodium 



Fig. i3. 



M)i 



as 



30 



a&. 



20.. 



CO*N«> 




NaCl 



10 



M 



30 



et d'azotate de plomb, des courbes figuratives presque linéaires {^fig- i3), 
dont on connaît des points très proches de Taxe des ordonnées; en se lais- 



Fig. 14. 




30 %01ra 



sant guider par la continuité, on peut déterminer la valeur vers laquelle lend 
la contraction, lorsque le titre de la solution diminue. 



13.6o 
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Dans le cas des soliilions de sulfate d'amniouium, la courbe se relève trop 
rapidement {ffg* i4) pour qu'il soit encore permis de se contenter de tracer 
une courbe, mais on peut représenter les résultats par une formule para- 
bolique et extrapoler; la formule 

c =r — nip -H np^ -^ s 

convient parfaitement avec les coefficients 

m =: 3, 263 1 3, 

// :zr 3, 203 I 3, 

s =1 I ,/53254, 

ce qui donne, pour valeur de Tordonnée à Torigine, o^\\'^2.. 

Nous obtenons ainsi, pour les contractions en liqueur étendue, des nom- 
bres, différents de o, variables suivant le sel dissous, qui caractérisent les 
solutions considérées indépendamment de leur concentration qui sont, à ce 
point de vue, des invariants. Gomme je vais avoir à désigner, plusieurs fois 
de suite, celte contraction en liqueur étendue, je lui doimerai, pour sim- 
plifier le langage, un nom spécial, je rappellerai la contvacliou inolêrulairc 
initiale, et je la représenterai par la lettre a. 

J'ai calculé les contractions moléculaires initiales d(\s di\-buit groupes 
de solutions dont j'ai éUidiéles conq^ressibililés et j'ai réuni dans le Tableau 
suivant ces nombres et les valeurs correspondantes de la conslantc k de la 
formule (i^)» 



Sels dissous. 



PM 



AzO'Aiii 8o,o 

Gdl« Sf^;; 

AmCl Vî,i 

(AzO»)M»b n.).^ 

Kl i(v>,() 

KBr ii«,<) 

AzO^K loi/i 

(Fe)«(S()^)» 399,8 

AzO'Ma 85 

KCI 7l,> 

\a Br io'ji,8 

SO^Ain* \'\}. 

CrO*K2 \i)\,>. 

NaCl 58,4 

CuCI» i34,i 

CO»K« i'38,2 

CO'Na*. loG 

Ciip 304.7 
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Os nombres monlrenl que la conlraclion moléculaire initiale et la con- 
stante A* varient clans le même sens('); on peut même montrer que Tune de 
ces quantités est reliée à l'autre par une loi de continuité en traçant, comme 



F-'ig. i5. 



ax 




ai" à il 



e 



*.• 



nous le faisons sur la /ijf. i5, une courbe dont les abscisses sont les valeurs 
de A' et les ordonnées les contractions moléculaires initiales. 

Tous les points se placent sensiblement sur une même courbe; les irrégu- 
larités, qui d'ailleurs sont très faibles, sont imputables aux erreurs d'expé- 
rience qui malheureusement sont inévitables et qui, quoique d'un ordre qui 



(') n résulte d'un iravuil de M. Forch (Annaien der Physlk und C hernie j a" 5, p. 117; 
i8<)5) qu'entre o" et 40** ce sont les limites entre lesqueUes ont été faites les expériences, 
les solutions aqueuses se dilatent d'autant plus qu'elles sont plus concentrées, ce qui fait que 
la contraction moléculaire initiale d'un sel est plus faible à 40° qu'à 20*^. Or, nous avons >u 
précédemment qu'à 40" la compressibilité des solutions aqueuses varie moins rapidement avec 
la concentration qu'elle ne le fait à 10"^ de sorte que la constante /* de l'éqnation (14 ) n iin«' 
valeur plus faible à 40° qu'à -lo". 

D'autre part, à une température voisine de la température critique d'un dissolvant, la 
dilatation du dissolvant est plus grande que la dilatation d'une solution; ce qui fait que la 
contraction moléculaire initiale est d'autant plus grande que la température est j)lus élevée 
et que celte quantité peut atteindre de grandes valeurs en harmonie avec les variations «le 
compressibilité qui sont très grandes, comme on peut le voir sur les nombres suivants : 

Compressibilité en t^^^ôôôô" ^^^ solutions alcooliques de résorcine 

à 230** C. et à 100-'". 



A 0* pour 100, 
a94i8 



A 1,1 i5 pour 100. 
17071 



A 2,075 pour 100. 
i5o4o 



A 9,^9^ pour 100. 
9581 



donc les constantes k et 7 varient toujours dans le même sens. 
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semble au premier abord négligeable, peuvent fausser, d'une façon assez 
notable, les valeurs de cr. 

La courbe de la fig. \[\ peut être représentée également par une for- 
mule empirique; j'ai trouvé que l'expression la plus simple, se pliant aux 
résultats actuels, était 

(l6) <7=::>.(A-0,48)-v(X-0,48)» 

avec 

>.z=: 1,7067, 
y =0, l5024. 

Donc, étant donné un certain sel, si l'on connaît sa densité à l'état solide 
et les densités de ses solutions, ce qui est le cas d'à peu près tous les sels au 
voisinage de la température ordinaire, on pourra calculer d'abord sa con- 
traction moléculaire initiale, puis la constante A" [formule (16)], la valeur 
de (X [formule (i4)J <^t la valeur c [formule (i5)] de sa compressibilité 
moyenne, ce qui lie la compressibilité aux constantes connues ordinai- 
rement. 

III. — Influence de la nature du dissok'ant. 

Nous n'avons pu étudier, à cause de la faible solubilité des sels dans l'al- 
cool, qu'un seul groupe de solutions; ces solutions étaient faites avec l'io- 
dure de cadmium. Or, dans le dernier Tableau, les résultats relatifs à ces 
solutions sont englobés et représentés en même temps que les résultats se 
rapportant aux solutions aqueuses : donc les équations que nous avons 
adoptées tiennent compte de la nature du dissolvant et nous n'avons rien 
à y ajouter. Cependant, de nouvelles expériences sont nécessaires pour 
établir d'une façon irréfutable la généralité du résultat obtenu et son indé- 
pendance de la nature du dissolvant. 

Conclusions, 

La différence entre la température critique d'une dissolution et celle de 
son dissolvant ne dépend que du nombre de molécules du corps solide dis- 
sous et non de sa nature chimique. 

Un liquide et les solutions faites avec ce liquide comme dissolvant obéis- 
sant au théorème des états correspondants, et lescompressibilités vraies (*) 



(') Voir pour les définilions à la page 7. 
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à la température / et à la pression p sont données par 

P 



a— b 

11 



ô-^ . d^""" 



273 -\- t TT 

L'eau et ses dissolutions présentent une anomalie au voisinage de la tem- 
pérature ordinaire. 

A une certaine température, les compressibilités des solutions sont re- 
présentées par réquation 



-T — f^y 

a a 



dans laquelle 



[jLo et d sont la coinpressibilité et la densité du dissolvant; 

[JL et d' la compressibilité moléculaire et la densité de la dissolution; 

a la concentration moléculaire; 

k une constante, liée à la contraction moléculaire initiale fj par l'équation 

(7r= 1 ,7067 (A: ▼- 0,48) — o,i5o24(A: — 0,48)*. 



CONTRIBUTION A LA THEORIE 



DES 



RÉSIDUS CUBIQUES ET BIQUADRATIQUES, 



PAR T.-J. STIELTJES (*). 



Le théorème fondamental de la théorie des résidus quadratiques (la loi 
dite de réciprocité) est relatif au rapport réciproque de deux nombres pre- 
miers impairs^ et dans une théorie complète le caractère du nombre 2, 
comme résidu ou non-résidu quadratique d'un autre nombre premier im- 
pair, doit donc être déterminé séparément. Il ressort de là que le nombre 2 
occupe une place à part parmi tous les nombres premiers. 

Les théorèmes par lesquels est déterminé le caractère de 2 ont été 
énoncés pour la première fois par Fermât (^) et démontrés par La- 
grange (*). Il convient de remarquer, toutefois, que la démonstration de 
Lagrange s'appuie sur des considérations tout à fait semblables à celles par 
lesquelles, antérieurement, Euler (*) avait démontré les théorèmes, éga- 
lement énoncés par Fermât, qui fixent le caractère de 3 comme résidu ou 
non-résidu quadratique. L'insuccès d'Euler dans tous ses efforts pour 
démontrer les théorèmes concernant le caractère de 2 (Voir Disq, 
arithm.y Art. 120) est donc d'autant plus surprenant. 

Un phénomène entièrement analogue se présente dans la théorie des ré- 
sidus biquadratiqucs. Ici également, la loi générale de réciprocité a rap- 
port à deux nombres premiers impairs^ c'est-à-dire, non divisibles par 
I -h /, et le caractère de ce nombre premier particulier doit être déterminé 
séparément. 



(») Extrait des Archives néerlandaiseSy t. XVIIÏ, i883. 

(*) Op. mathem.y p.. 168. 

(') Nouv. Mém. de VAcad. de Berlin^ 1775. Œuvres^ t. III, p. 7^9. 

(*) Comment, ttov. Peirop., t. VIII. p. io5. 

Fac. de r. — XI. C.I 
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Dans le Mémoire de Gauss : Theoria residuoram biquadralicorum, 
commentaiio sccunda^ où les nombres complexes entiers de la forme 
a 4- bi furent introduits pour la première fois dans la théorie des nombres, 
le caractère biquadratique de i -f- / est déterminé complètement. La dé- 
monstration y est de nature purement arithmétique et s'appuie essen- 
tiellement sur le théorème de TArt. 71, théorème analogue au lemme for- 
mant la base tant de la troisième que de la cinquième* démonstration de 
Gauss pour la loi de réciprocité dans la théorie des résidus quadratiques 
[Theoremalis arilhmelici demonsiratio noi^a (JVerhcy t. II, p. i), et 
Theorematis fundamcnialis in docirina de residuis quadralicis démon- 
straliones et ampliationes noiœ (JVcrkcy t. Il, p. 47)]- 

Comme on le sait, le troisième Mémoii'e, dans lequel Gauss s'était pro- 
posé de donner la dénionstration de la loi générale de réciprocité, déjà 
énoncée dans son second Mémoire sur cette théorie, n'a jamais paru. 

Les deux premières démonstrations publiées de ce théorème fonda- 
mental sont celles d'Eisenstein, dans le tome XXVIII du Journal fur 
Mathemalik de Grelle, p. 53 et 223. Dans le premier article : Lois de ré- 
ciprocÀléy il n'a pas traité du caractère de i 4- iy mais bien dans le second 
article : Einfacher Baveis und Vcrallgemeinerung des Fundamen" 
tallheorems fur die biquadralischen Reste. Eisenstein fait usage, dans 
l'établissement du caractère de i -h i, de la loi générale de réciprocité dé- 
montrée antérieurement, ce qui en tout cas paraît peu élégant, vu que le 
passage du simple au composé demande nécessairement que le caractère 
de I -f- / soit déduit d'une façon entièrement indépendante du théorème 
fondamental. 

La même remarque est plus ou moins applicable à toutes les autres mé- 
thodes qui ont été employées postérieurement pour traiter la théorie des 
résidus biquadratiques; la marche suivie par Gauss pour démontrer le 
caractère de i 4- / est, à mon avis, la seule qui puisse être dite purement 
arithmétique et complètement indépendante de la loi générale de réci- 
procité, de sorte qu'elle satisfait, sous ce rapport, aux conditions qui de- 
vront être imposées à tout développement méthodique de la théorie des 
résidus biquadratiques, prise dans son ensemble. 

Des remarques tout à fait analogues peuvent être fiiites au sujet de la 
théorie des résidus cubiques. La première démonstration de la loi de réci- 
procité dans cette théorie, loi énoncée par Jacobi, est celle d'Eisenstein, 
publiée dans le tome 27 du Journal fur Mathematik de Crelle, p. 289. 
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La dé tenni nation particulière du caractère de i — p (où p est une racine 
cubique complexe de l'unité) n^a été donnée par Eisenstein que plus tard, 
dans le tome 28, p. 28 et suiv., du même Journal. Pour cette détermina- 
tion il fait encore usage de la loi générale de réciprocité, et je ne sache pas 
qu'on ait donné jusqu'ici un mode de déduction du caractère cubique de 
I — p dont la même chose ne puisse être dite. 

Comme il est à désirer, toutefois, qu'on possède une démonstration du 
caractère de 1 -1- i et de i — p entièrement indépendante de la loi générale 
de réciprocité, il y aura peut-être quelque intérêt à faire voir comment 
tous ces théorèmes relatifs aux nombres premiers 2, i -1- i et i — p, 
théorèmes nécessaires pour compléter les lois de réciprocité, peuvent être 
démontrés suivant une méthode uniforme. 

Le principe de cette méthode consiste à remplacer le nombre premier 
dont il s'agit de déterminer le caractère par un produit congruent de fac- 
teurs. On détermine alors le caractère de ces facteurs par des considérations 
tout à fait analogues à celles dont Gauss s'est servi dans les Art. 15-20 de 
son premier Mémoire sur la théorie des résidus biquadratiques ( ïVerke, 
t. II, p. 7^-87). Gauss n'y a en vue que les nombres réels, et l'objet de 
son Mémoire est la détermination du caractère de 2 dans la théorie réelle. 
Mais j'ai reconnu que tous les raisonnements de Gauss se laissent repro- 
duire aussi, presque sans changement, dans la théorie des nombres com- 
plexes, et la détermination du caractère biquadratique de i-hi s'obtient 
alors immédiatement au moyen d'une considération très simple, suivant 
laquelle i -h i est congruent avec un produit dont on connaît le caractère 
des facteurs. 

A l'aide de ces remarques extrêmement simples, et étant données les 
recherches du premier Mémoire de Gauss, la détermination du caractère 
de I -f- i par rapport à un nombre premier de la forme a -1- bi (où b n'est 
pas égal à zéro) n'offre plus aucune difficulté; une méthode entièrement 
analogue peut d'ailleurs être employée dans le cas où le module est un 
nombre premier réel de la forme 4^-1-3. Bien que ce dernier cas permette 
une démonstration beaucoup plus simple (voir, par exemple, Gauss, t. II, 
Art. 68), j'ai cru devoir le traiter de la même manière que les autres cas, 
pour faire ressortir que la méthode en question suffit à établir l'ensemble 
des théorèmes. 

Après avoir effectué la détermination du caractère biquadratique de i 4- i, 
je démontre, à l'aide des développements antérieurs, tous les théorèmes 
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que Gauss a trouvés par induction et énoncés dans l'Art. 28 de la Thcoria 
residuorum biquadraticoruni , conimentatio secunda. Si je ne me trompe, 
cette démonstration est donnée ici pour la première fois (*). Elle est en- 
tièrement fondée sur la théorie des nombres complexes, théorie qui joue 
donc ici un rôle purement auxiliaire, les théorèmes eux-mêmes ayant seule- 
ment rapport à des nombres réels. Outre la loi de réciprocité dans la 
théorie des résidus biquadratiques, la démonstration complète exij^eait 
encore les considérations des Art. 19-21. 

Je vais maintenant commencer par déduire le caractère de 2 dans la 
théorie des 

Résidus quadratiques. 
1. Soit/9 un nombre premier impair, les nombres 

seront alors divisés en deux groupes. Dans le premier groupe 

(A) OL, ol' , (X" f , . . 

sont rapportés tous les résidus quadratiques: dans le second groupe 

(B) ^, PS p% ... 

tous les non-résidus, pour le module/?. Chacun des groupes (A) et (B) se 
compose de ^"~ nombres incongrus par rapport au module p, et il est 
facile de voir que les deux congruenccs 

(j? — a)(j7 — a')(wr — a''). . .= x * — i (niod /^), 

sont des congruences identiques; car elles sont de degré inférieur à 

et toutes les deux possèdent manifestement ^""' racines, à savoir, la pre- 
mière, les racines x = ol^ x = ol', x= ol'', • . .; la seconde, les racines x — p, 

X — — Y* j *^ — P ^ . • » • 



(*) Une partie de ces théorèmes a été démontrée par M. Lebesgue, dans le Journal de 
Liouvillef t. VI, p. 5i, 52, remarque 1". 
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En ajoutant l'unité aux nombres de (A) et(B), on obtient les groupes 
de nombres suivants : 

(A') a4-i, a'-hi, a"4-i, ..., 

(B') ^-hi, P'-hi, ^^"4- f, .... 

Les nombres de nombres du groupe (A') qui font partie de (A) et de(B) 
seront désignés respectivement par (0,0), (0,1), et les nombres de nombres 
de (B') qui entrent dans (A) et(B) respectivement par (1,0), (1,1). 

Ces quatre nombres peuvent être réunis dans le Tableau S suivant : 

(0,0) (0,1) 
(1,0) (1,1) 

Comme les nombres premiers des formes p = /\n -h i cl p = l\n-h ^ se 
comportent d'une manière différente, ces deux cas doivent être traités 
séparément. Commençons parle premier. 

2. Pour p = !\n-h ly — i est résidu quadratique, de sorte que les 
nombres a et /? — a entrent simultanément dans (A). De même, les 
nombres ^ et /? — p entrent simultanément dans (B). 

Or (0,0) est évidemment égal au nombre de solutions de la congruence 

où a et a' doivent être choisis dans le groupe (A); et comme on a oi'=p —a", 
on peut dire aussi que (0,0) représente le nombre de solutions de la con- 
gruence 

a-ha"-!- 1 = {xnodp). 

En raisonnant de la même manière par rapport aux nombres (0,1), (1,0). 
( î , 1 ), on reconnaît que 

Ucpréscnic 
Le sigue le nombre des solutions de 

(0,0) a -h a'-h I = o 

(0,1) «4-^-1-1 = 

(1.0) P -f- a -h I = o 

(1.1) P -h P'-f- 1 = o, le tout (mod/>). 

11 en ressort immédiatement 

(o,i)=:(i,o); 
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une seconde relation entre les nombres du schéma S est fournie par la con- 
sidération suivante. A chaque nombre ^ du groupe (B) correspond, dans 
ce même groupe, un nombre déterminé unique p", tel qu'on a 

^^"=1 (mod/>), 

et, en outre, p'[3'' est alors congru avec un nombre a du groupe (A). La 
multiplication de la congruence 

par P'' donne donc 

1 4- a -h (3" = o 

et, en multipliant cette dernière congruence par % on retrouve la première. 
De la se déduit immédiatement (i,i) = (0,1)9 ^^ sorte que le schéma S a 
la forme 

/'y 

• » 

j j 

Or, dans le groupe (A) se trouve le nombre p — ï, et, par conséquent, 
dans (A') le nombre /9, qui n'entre ni dans (A), ni dans (B). Mais tous 
les autres nombres de (A') et (B') font partie soit de (A), soit de (B). 

Il en résulte 



2 






V 



donc 






La congruence identique 

donne maintenant pour x = — i, puisque ^-^^- est pair, 

((3-hi)(P'-hi)([3''-M)...H=2 (modp). 
Le nombre des non-résidus parmi les nombres [î -h t , ^' 4- i , jî ' -h i , . . . , 
est(i,i)=y = ^^- 
Si donc y est pair, ou si 

'2 est résidu quadratique de p. 



CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES RÉSIDUS CUBIQUES ET BIQUADRATIQUES. C.7 

Si, au conlrairc,y est impair^ ou si 

y9 =z 8/1 -h 5, 
2 est non-rcsidu de p. 

3. Pour/? = 4 /î -H 3, — I est non-résidu, et le {groupe (B) est identique 
au groupe des nombres p — oLj p — a\ p — a" j 

Le signe (0,0) représente alors le nombre des solutions de lacongruence 
a -f- iL=:a' (mod p) ou aussi, puisque a' = /> — p, le nombre des solutions 
de a -h p -+- lE^o. 

On voit ainsi que 

Représente 
Le signe le nombre des solutions de 

(0,0) a -h j3 -h I = o, 

(0,1) a -f- a' -4- I = o, 

(1.0) [3 -H (3' -h 1 = 0, 

(1.1) [3-i-a-+-i = o (mo(l/>), 

de sorte que (0,0) = (i ,1). Si, en outre, on a de nouveau flfl"E^i, p'f("br-za, 
la conguence P -f- P' -f- i ^ o, étant multipliée par P", donne 

i-h a-i-P''=o; 

d'où résulte, d'une manière analogue à celle indiquée dans le cas pré- 
cédent, la relation (r,o) = (0,0). Le schéma (S) a donc pour /9 = 4^ -f- 3 
la forme 

/' y 
h h 

Comme le nombre p — i entre dans le groupe (B), et, par conséquent, 
p dans (B), mais que d'ailleurs tous les autres nombres de (A') et (B') 
entrent soit dans (A), soit dans (B), on trouve 



donc 



2/1 = I , 



n — — - — , / — — , — 



De la congruence identique 



(x — a)(j7 — a')(x — a"). . . = jr * — i (mod/?) 
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il résulte pour j; = — i , vu que ^ est impair, 

(a-h i)(a'-f- i)(a"-hi). . .= 2 (mod/?), 

et le nombre des non-résidus, parmi les nombres a -h i , a' H- i , a" -h i , . . ., 
est égal a y = ^—^ — 

Si Ton a donc j pair y ou si 

'4 est résidu quadratique de p. 

Si, au contraire, y est impair ^ ou si 

y9 = 8/1 H- 3, 
2 est non-résidu de p. 

Ayant ainsi déterminé le caractère de 2 comme résidu quadratique ou 

non-résidu, par rapport à un nombre premier impair quelconque, je vais 

établir le théorème correspondant dans la théorie des 

Résidus biquadratiques . 

4. Le nombre premier impair (c'est-à-dire non divisible par i -f- /) 
ni^:^a-\- bi sera toujours supposé primaire, ce mot étant pris dans Taccep- 
tion qui lui est donnée par Gauss, de sorte que a — i et i, suivant le mo- 
dule 4) soient ou bien tous les deux ^^3 0, ou bien tous les deux ^2. 

On sait que, dans la théorie des nombres complexes entiers de la forme 
a -h bi^ les nombres premiers se composent : 

Premièrement, des nombres premiers réels q de la forme /|/i-h3, 
nombres qui doivent être pris négativement pour être primaires; 

Secondement, des facteurs premiers complexes des nombres premiers 
réels de la forme 4^^ -+- ' • Ces nombres premiers complexes vsont de la forme 
(i -\- bij 011 b n'est pas égal à zéro, et deviennent primaires lorsqu'on les 
multiplie par Tune des quatre unités i, i, — i, — i, convenablement 
choisie. Ils peuvent à leur tour être distingués en deux espèces, suivant 
(jue, lorsque a -f- bi est primaire, a — i ci b sont tous les deux divisibles 
par 4, ou tous les deux le double d'un nombre impair. 

D'après cela, je partage les nombres premiers primaires en ces trois 
classes : 

I. Les nombres premiers réels q de la forme V •+• '^j pris négative- 
ment. 
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II. Les nombres premiers complexes de la forme !\r -+- 1 -+- 4^'- 

III. Les nombres premiers complexes de la forme /\r-^'^-h{l\s-^1)i. 
Le nombre premier (dans la théorie complexe) sera toujours désigne 

ici par M, la norme de M par \k. En outre, p représentera toujours un 
nombre premier réel (positif) de la forme 4/-4- i, q un nombre premier 
réel (positif) de la forme 4^ -^ 3. Pour les nombres premiers de la pre- 
mière espèce, on a donc M = — çr, jji. = y^, pour ceux de la deuxième et de 
la troisième espèce, [jl = /^. 

Je remarquerai encore que pour les deux espèces I et II la norme [jl est 
de la forme 8/- -+- i , et pour III de la forme 8r -f- 5. Cette circonstance fait 
que les deux premières espèces de nombres premiers peuvent, jusqu'à un 
certain point, être traitées conjointement. 

Les considérations de l'article suivant, 5, s'appliquent encore, à titre 
égal, aux trois classes de nombres premiers. 

5. Soient donc M le nombre premier, \k la norme. Un système complet 
de nombres incongrus et non divisibles par le module se compose de [jl — i 
nombres, qui, suivant leur caractère biquadratique par rapport à M, 

peuvent être distribués en quatre classes, comprenant chacune —, — 
nombres : 

(A) a, ol', ol\ ..., 

(B) p, ^\ P", ..., 

(C) y, /, /, ..., 
(H) a, a', à\ .... 

Dans la première classe (A) sont rangés tous les nombres a, a', ol\ ... n 
caractère biquadratique o; dans les groupes (B), (C), (D), les nombres à 
caractère biquadratique i, 2, 3. 

Disons encore, par surcroît, que le caractère biquadratique est pris ici 
dans le sens adopté par Gauss, de sorte que les nombres des quatre classes 
sont caractérisés par les congruences 

a ^ =1, ;3 * =£, y ^ =— I, fi ^ ~-i (rnodM). 

Pour plus de commodité, je me servirai toutefois aussi du symbole intro- 
duit par Jacobi, et pourrai donc écrire 

s))='. ((!))=■•• m)-- my~-'- 

Fac. de T. — XI. C.2 
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De même, les nombres (2,0), (2,1), (2,2), (2,3) auront rapport au 
groupe (C), et (3,o), (3,i), (3,2), (3,3) au groupe (D'). 

Ces 16 nombres (0,0), (0,1), ... peuvent être tous réunis dans le 
Tableau quadratique (S) suivant 

(0,0) (0,1) (0,2) (o,3) 

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) 

(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) 

(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) - 

et pour les exemples donnés dans le n^ 5, j'obtiens 

M = — 7, {1 = 49* M = — 3 — 81, [1 = 73. M = — 5 -f- (il, ;x = (il. 



(S) 



5 


2 


2 


2 





6 


4 


2 


4 


3 


2 


() 


2 


2 


4 


4 


6 


2 







3 


6 


6 


3 


2 


4 


2 


4 


4 


5 


4 


5 


4 


3 


4 


3 


2 


4 


4 


2 


2 




5 


6 


3 


6 


3 


3 



D'après les congruences de l'article précédent, on a, pour u. = 8/i -t- i , 

(Ô-h 0(Ô' 4- I)(ô"-M). . .EH I -f- /, 

et pour [jL = 8/^ H- 5 

((3-|-i)(;3'-M)(P''-M)...= H-/. 

Or, les nombres de nombres de 

qui appartiennent respectivement aux classes (A), (B), (C), (D), étant 
(3,o), (3,i), (3,2), (3,3), il s'ensuit immédiatement que pour [k = 8n -h i 
le caractère biquadra tique de i -+- /, suivant le module /|, sera congru avec 

(3,i)-4-2(3,2) + 3(3,3), 
et de même, dans le cas de [jl = 8/i -+- 5, avec 

(1,1)4-2(1,2)4-3(1,3). 

Dès que les nombres (0,0), (0,1) ... seront déterminés, le caractère 
biquadratique de 1 -f- i sera donc aussi immédiatement connu. 
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(<:) 



— 2 £, — I — 3 /, 3 -h «, 5, 2 — 21, — 3 -f- 2 £, — ^ — /, — I , .\f 
I -H /J /, 3, — I — I, — 2 — /, 2 — /', — 3 — 2 /. 



( — 2 — 2 l'y 2 -h 3 /, — 

f — I-h2/, — I— 2£, — 



IH- ^ ^ « , 



3/, 



— /» /, 4 — «, — 3 /, — I 
-4- ^ 1 — 3^ — 01. 



', 



De même que dans le n^ 1, on se convainc immédialemenl de Fidenlilé 
de chacune des congruences suivantes : 



lizJ 
(.r — 3c)(./* — 3t')(.r — a")...==.r * — i 

(r— y)(.f — -/)(j:-— 7'')... = .r ^ 



(mod M), 



1» 



|X-I 



(^— o)(a-— o')(.r— o")...= .r ' H-/; 

d'où il suit pour.r =— i, en distinguant les cas [Jl. = 8/^ 4- 1 et [ji. = 8// 4-5 



(mod M), 



|JL ^n j- If 


(^-+-i)(;3'+i)(|3"+i).. 


.^^1 t 




(•/ + ')(•/-!-')(•/' + ')•■ 


• 2, 




(a-Hi)(o' + i)(ô'-hi).. 


.= 14-1. 


[x >. n 4- 5, 


(« + i)(a'-l-i)(a"+i).. 


.— 2 




(iS + OCP'+OdS'+i).. 


.— 14-/, 




(^+i)(o'+i)(o"-+-i).. 


.r^ 1 l. 



(mod M), 



6. Considérons maintenant les nouveaux groupes de nombres (A'), (B'), 
(C) et (D') qui résultent de l'addition de l'unité aux nombres de (A), (B), 
(C) et (D) : 



(A') 
(B') 
(C) 
([)') 



a 4- I 



I. 



a' 



I, 



4- I 



y' 4-1, 



d' 



a" 4-1, 
;5"4-i, 
v" -^- I 
^''4-1, 



• • » 

• • > 



désignons les nombres de nombres de (A') qui sont congrus avec des 
nombres de (A), (B), (C), (D) respectivement par 

(o,o), (o,i), (o,2), (o,3), 

et les nombres de nombres de (B') qui sont congrus avec des nombres 
de (A), (B), (C), (D) respectivement par 



(i,o), (l,l), (l,2), (1,3). 
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il chaque nombre a' correspond un nombre a"=: p — a', ce nombre de sohi 
lions est le même que celui de la conp^ruence 



OL ^ X -\- \ z-= o, 



où a et a" doivent également être pris dans (A). 

En raisonnant exactement de la même manière au sujet des nombres (o, i ), 
(0,2), etc., on trouve que 



Le signe 



Heprésenle le nombre 
des solutions de 



Il en résulte doi 

(0,1 

(l,'2 



0,0) 


a -+- 3t'-h 1 


= 


0,1 ) 


a H- 3 -h 1 


iz: 0, 


0,2) 


a H- y H- 1 


1 -- 0, 


<>,3) 


0L-\- ~\-\ 


-^ 0, 


1,0) 


^+ a -h 


--<), 


«,!) 


f-* 4- -» -h 1 


[=^ 0, 


i,'>0 


^ + -/-. 


=r:. 0, 


1,3) 


;3 4- ^ . 


: I 0, 


2,0) 


y -t- « -h 1 


-: 0, 


'M) 


y-3-f-. 


~o. 


'}. , X ) 


7 -^ y ^- • 


=-. 0, 


^,3) 


y -f- -h 1 


1 r^ 0, 


3,0) 


-h a -h 


1 0, 


3,.) 


-+- ,5 -1- 1 


-:c), 


3,'>.) 


-\- y -X- \ 


-=o, 


3,3) 


rî-4-o'-f- 


i — 0. 



(mofl M ), 



c immédiatement ces six relations 

r=(l,0), (0,2) = (2,0), (o, 3) =1(3,0), 

z^(2,l), (I,3):zz(3,j), (2,3) = (3,2). 



Cinq autres relations entre les nombres (0,0), (0,1), ... s'obtiennent 
par la considération suivante: Si a, [î, y sont des nombres de (A), (B), (C). 
et qu'on détermine x, y, :; de telle sorte qu'on ait 



aj-=i, î^r^i, y3 = i 



(mo(lM), 



X appartient évidemment à la classe (A), y à (D), z à (d), de sorte qu'on 
peut écrire 



aa' = 1, pô =:= I, 



7/ 






Si Ton multiplie maintenant, en considérant une solution déterminée de 
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a -I- p 4- 1 ^1 o, cette congruencc par o, on obtient 

OÙ ô'^naS appartient à (D). Réciproquement, o'-h ï -h oezzo, multipliée 
par ^, donne de nouveau 

a -h ;3 -h I rz: o. 

Il ressort de là que les deux congruences 

a -T- ,3 H- I = o et -h o' -h I == o 

ont le même nombre de solutions, ou (o, i) = (3, 3). 
Exactement de la même manière, on a 

y'(;3-hy-M)=- -f- I -4-7', 

d'où Ton conclut pareillement 

(i\'i)= ('.i,'>.), (o,3)~ (i,i), (1,2) = (1,3)— (2,3). 

En tout, il existe donc o/^Jf? relations entre les seize nombres du schéma (S), 
et ces nombres sont ainsi ramenés à cinq^ différents entre eux, qui seront 
désignés par //, /, A*, /, m. Le schéma (S) prend alors cette forme 

A j k l 

j l m m 
k m k m 
l m m j 

8. Le nombre — i entre dans (A) et correspond donc au nombre o 
de (A'). Ce nombre o de (A') ne se Irouve dans aucune des classes (A), 
(B), (C), (13), mais tout autre nombre de (A') entre évidemment dans 
l'un des groupes (A), (B), (C) ou (D). Comme 

|JL = 8 /< H- I , ■ — -. — = 2 // , 

on a donc 

(0,0) + (o, I ) -\- (0,2) 4- (0,3) =: 2/î — I. 

Tous les nombres de (B'), (C'), (D) font partie d'une des classes (A), 
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(B), (C), (I) ), de sorte qu'on a 

(J,0)4- (l,l)4-(l,2)-r(l,3) — 2/1, 
(2,0)-h(2,l) +-(2,2)-|-(2,3)=:2/i, 
(3,o)-f-(3,l)-4-(3,2)4-(3,3)=:2/*. 

(]les quatre équations se réduisent aux trois relations suivantes entre //, 
y, A', / et m : 

A -4- y 4- A- -+- / -^ 2 w — I , y H- / -h 2 /?i = 2 /^, k -h m =^ n. 

9. Enfin, une nouvelle relation, non linéaire, entre A, y. A*, /, m s'ob- 
tient encore par la considération du nombre des solutions de la congruence 

a-4-j3 + 74-1 = ( mod M), 

où a, [î, Y doivent être cboisis de toutes les manières possibles dans les 
classes(A), (B), (C). 

Si Ton prend d'abord pour a successivement tous les nombres de (A), il 
arrive respectivement //, y, A*, / fois que a -f- i appartienne à (A), (B), 
((]), (D), et le cas unique de a h- i£^o peut être négligé, vu que la con- 
gruence p -I- 7:^30 n'admet aucune solution. 

Pour chacune des h valeurs qui rendent a 4- i ^^ a^, p et y doivent alors 
être choisis de façon qu'on ait 

Le nombre des solutions de cette congruence (pour une valeur donnée 
de ao) est = m, comme on le reconnaît immédiatement en la multipliant 
par a[^, ce qui la transforme, à cause de a^aj^iEE • (mod M), en 

(]omme ce raisonnement est applicable à chacune des // valeurs qui font 
que a + i appartient de nouveau à (A), on obtient de cette manière Am so- 



lutions de la congruence 



^- a -+- f3 -h 7 = <). 



Il arrive ensuite y fois que a -j- i appartienne à (B), et pour chaque 
valeur déterminée a -f- 11:^ ^„ la congruence 

(3„-+- ;3 4-y^-o 
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a le même nombre de solutions que celle-ci 

i-ha-l-[3'=o; 

ce nombre est donc égal ày. Cela ressort immédiatement de 

lorsque ^^Bq^^i. 

Ces valeurs de a, qui font appartenir a -f- i à (B), donnent donc en 
tout JJ solutions de la congruence considérée. 

Pour a -f- I E=3 Yjj, ce qui arrive A' fois, la congruence 

yo -^ ? ^- y ■= o 
a / solutions, car 

y'o(7o+?-+-y) = î-f-a + a. 

Les valeurs de a qui font appartenir a -+- 1 à (C) fournissent donc en 
tout kl solutions. 

A-t-on enfin a h- i = So, ce qui arrive / fois; alors la congruence 

^0 -H ? -^ y = o 
a, en raison de 

Po(^o-+-(5-f-y) = n-y-4-d, 

m solutions, et ces valeurs de a donnent donc Im solutions. 
Le nombre total des solutions de la congruence 

a H- [3 -»- y -h I = (modM) 
est donc 

= hm H- JJ -f- X7 -f- im. 

Mais ce nombre peut encore être calculé d'une autre manière. Si Ton 

prend pour ^ successivement tous les nombres de (B), il arrive y, /, m, 

m fois que ^ -4- i appartienne aux groupes (A), (B), (C), (D). Or, pour 

chacun de ces quatre nombres, on trouve qu'il y a respectivement A*, m, A, 

m solutions de la congruence donnée, de sorte que le nombre total des 

solutions est 

jk -f- /m -h mk -h mm, 

10. En égalant entre elles ces deux expressions du nombre des solutions 
de a H- p -+- Y H- I ^ o, on a 

o = hm -\- JJ -+- kl — jk — km — mm, 
Fac, de T. - XI. C.3 
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OU, si l'on élimine k à Taide de la valeur li = im — k — r , qui se déduit 
facilement des équations obtenues dans le n" 8 entre A, y, k^ /, m^ 

o = ( A — m )' -4- jj -^ kl — jk — kk — m. 

D'après les relations du n® 8, on a 

et, cette valeur étant substituée dans jj -\- kl — jk — kk^ cette expression 
devient = {(/ — y)*, de sorte que l'équation précédente, après multiplica- 
tion par 4, se transforme en 

mais 

4m :=: 2(k 4- m) — 2(A* — m) =^ in — i{k — m), 

par conséquent 

2/i = 4(^'— ^0*+ 2(A' — m) 4- (i — jy, 
OU bien 

^ = 8/^-+-I = [4(A: — w)-f-ip+4(/-yr; 

en posant 

4(A--m)-M = A, 2(/-y)=:B, 
il vient donc 

Dans cette équation on a 

Ae=i (mo(14) et B pair. 

Il est maintenant facile d'exprimer A, y, k, /, m au moyen de A et de B, 

ce qui donne 

8A z=4/i — 3A — 5, 

8 y = 4 'i -+- A — 2 B — I , 

8A — 4'* -^ A — I, 

8/ =z4/^-|- A-4-2B — I, 

Sm :=: ^n — A -h I . 

Jusqu'ici nous avons seulement supposé que la norme [x avait la forme 
8/z-f-i; mais, pour la détermination ultérieure de AetB, il faut maintenant 
traiter séparément les cas I et II du n*' 4. 

i 1 . Soit donc, en premier lieu, 

M=-^ = --(4/-4-3). 
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Dans ce cas, on a 
et, par conséquent, 

q étant un nombre premier de la forme ^r -h 3, on sait que g^ ne peut être 
représenté que d'une seule manière comme la somme de deux carrés, savoir, 
en prenant pour la base de Tun des carrés (impair) lii ^r, et, pour la base de 
l'autre carré, o; effectivement, si aucun des deux nombres A et B n'était 
égal à o ou divisible par ^r, on pourrait déterminer un nombre x^ différent 
de o, de telle sorte que 

Aa:E=B (mod<7). 
Mais, de 

7'=A'-hBS 
il suit 

A* = — B« (mod<7) 
et aussi 

A':f'=B' par conséquent j:'= — i (mod^). 

Or, cette dernière congruence est impossible, parce que — i est non- 
résidu quadratique de q. 

De q^= A^ -\- B% il suit donc nécessairement 

et comme A^i(mod4) le signe de A se trouve complètement déter- 
miné et l'on a 

A et B étant ainsi trouvés, on a finalement 

Sj=^n-{- M — I, 

8A =4^* -H M — I, 
8/ =in-\- M — I, 

8 7^1 =: 4 '* — M -h I , 
où 8/i-t-i = AP. 

Par ces formules, la dépendance entre les nombres du Tableau S et le 

nombre premier M est donc exprimée de la manière la plus simple, dans le 

cas où M appartient à la première classe du n® 4. 
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12. Si, en second lieu, on suppose M = a -h i/, où a — i^b^=o(mod/\) 
et où la norme ^ = a^ -\- b^^ est un nombre premier réel, on a donc 

Or, un nombre premier de la forme !\k -\- i ne peut être représente que 
d'une seule manière par la somme de deux carrés, et comme a et A sont 
tous les deux^i (mod4), il s'ensuit A = a, B = ± b. 

Le signe de (B) est déterminé par les considérations suivantes, qui 
demandent la démonstration préalable de cette proposition auxiliaire : 

Lorsque z parcourt un système complet de résidus (modM), à l'excep- 
tion du terme divisible par M, on a 

lz' = —i ou =o (modM), 

suivant que t est divisible ou non par [x — i. 

La première partie de cette proposition est évidente, car, si / est divisible 
par [X — I , on a 

5'=i, donc 2;;'= fjL — 1 = — I (modM). 

Pour démontrer aussi la seconde partie, soit g une racine primitive pour 
le nombre premier M, de sorte que les valeurs parcourues par z soient 
congrues avec 

^^ g'. g\ g\ ..., ^»*-'. 

Il en résulte 

25'= I -h ^''-i- ^"H- . . . -+- ^(i*-«)' (mod M) 

ou 

(I — ^')2w'= I - ^(i^-»)' = o (mod M ). 

Or, si / n'est pas divisible par [x — î , i — g^ n'est pas divisible par M, et 
l'on a, par conséquent, 

25'l= o C. Q. F. D. 

Celte proposition auxiliaire est évidemment valable pour un nombre 
premier M quelconque. 

D'après le développement binomial, on a maintenant 

(ji— I (ji— 1 

(5*-4-l)~*~=s'~*~-f-.. .4-1, 

d'où il suit, lorsque le signe S se rapporte aux mêmes valeurs de z que 

tout à l'heure, 

lizi 
2(-3«-hi) * =— I (modM). 
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Mais, d'un autre coté, les nombres z^, dans leur ensemble, forment 
évidemment tous les nombres des groupes (A) et (G), chacun de ces 
nombres étant pris deux fois. Des nombres 

il y en a donc 

2(0,0) -f- 2(2,0) qui appartiennent à (A), 
2(0,1)4-2(2,1) » (B), 

2(0,2)4-2(2,2) » (C), 

2(0,3)4-2(2,3) » (D), 

et comme les puissances l^ — j des nombres de (A), (B), (G), (D) 
sont respectivement congrues avec i, /, — i, — i, on a donc 

l(z^-hl) * = 2[(0,0)4-(2,0) — (0,2) — (2,2)] 

4-2l[(0,l)-h(2,l)-(0,3)-(2,3)] 

= 2(h — k)-\-ii{j —l), 

ou, en introduisant les valeurs du n° 10 et remarquant que A = a, 
De la comparaison avec le premier résultat 

i(3«4-i) ' E^-f, 

il suit 

a 4- H/= o [mo(l(M=: a 4- ^0], 

donc 

B — h. 

Par là, les valeurs de A, y, A', /, m du n*^ 10 se transforment finale- 
ment en 

8/1 -=2 ^n — 3a — 5, 

% j z:^ t\n -^ a — ib — I, 

%k z=z ^n '\- a — I , 

8/ zzi ^n -\- a ~h2b — 1, 

Smz=: L^n — a 4- I , 

où 8/2 4- I = a^ -+- i^ est donc la norme du nombre premier M. 

13. Après avoir traité les deux cas dans lesquels [jl = 8/24- 1, il faut 
maintenant considérer le cas pi = 8/i -h 5. 



É^ 
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ix-l 



Puisque ^ — est alors impair, — i appartient au groupe (C), et, comme 
il est facile de le voir, les nombres 

/? — a, /? — «', />—«", ... appartiennent tous à (C), 



y9-(3, />-(3', p-^\ 



» 



(D). 



Moyennant ces remarques, on reconnaît sans peine que 



Le signe 

0,0 
0,1 

0,3 

1,0 



1,1 



1,2 



1,3 



2,0 



2,1 



2,2 

2,3 
3,0 

3,1 

3,2 

3,3 



Représente le nombre 
des solutions de 



oc 
oc 
oc 
oc 

(3 

y 
y 
y 

y 

d 



y.^. 



a 



(3' 



y 

oc 



ô-f-p 



= 0, 

==0, 

= 0, 

= 0, 
= 0, 
= 0, 
= 0, 
= 0, 

E==0, 
= 0, 
= 0, 

= 0, 

= 0, 



d'où découlent les six relations 



(0,0)=: (2,2), (0,1) =(3,2), (0,3)i=:(l,2), 

(1,0)1= (2,3), (1,1) = (3,3), (2,i) = (3,o). 
Comme, de même que précédemment, aa ^pS^yy'^i, on a 



d'où Ton conclut 



y'(a4-y-4-i)i 
P (a-4-d-f-j) 
a («H- [3 4-1) 
à (P^-y-f-i) 
y'(P-hy 4-1) 



y" 4- I 
P'4- I 

;i -h (3' 
I 



y'. 

(3, 



3, 

y'. 



(0,0) = (2,0), (o,i) = (i,3), (0,3) 1= (3, i) 

(l,0) = (l,l) = (2,l). 
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Par suite de ces onze relations, le schéma (S) prend cette forme 

h j k l 

m m l j 

h ni h m 

m l j m. 

Comme — i entre dans le j^roupe (C), donc o dans (G'), on trouve, 
exactement de la même manière qu'au n** 8, 

/' H- y -h A- H- / = ^ — = 2 /^ 4- I , 
h -h /n HZ n . 

Enfin, la considération du nombre des solutions de la congruence 

a -h |3 4- y -+- I "- o 

fournit encore une relation entre A, y, A*, /, m. Si Ton prend d'abord 
pour a toutes les valeurs qui a|)partiennent à (A), il arrive respectivement 
hj y, A-, / fois que a -f- i appartient aux groupes (A), (B), (C), (D). On 
trouve en outre, de la même manière qu'au n® 9, que pour chacun de ces 
cas la congruence a respectivement m, /, y, m solutions, de sorte que le 
nombre total des solutions est 

/im -h j'I -f- Ay* -I- Im, 

Prend-on, au contraire, d'abord pour ^ toutes les valeurs (B); alors il 
arrive respectivement m, m, /, y fois que ^ -f- i appartient aux groupes 
(A), (B), (C), (D). Pour chacun de ces cas, on trouve alors que la con- 
gruence a respectivement //, m, A, m solutions, ce qui donne pour le 
nombre total des solutions 

m h 4- mm -h ih -+- jm, 

14. Égalons maintenant entre elles les deux expressions trouvées pour le 
nombre des solutions de la congruence 

a-}-(3-+-y4-i^o ( mod M ) ; 
il vient 

o i^ m* -+- Ih ■+■ Jm — ji — kj — ///i, 

OU, à cause de la valeur k = 2ni — h, qui résulte immédiatement des rela- 
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lions linéaires établies entre /*, y\ A*, /, m au n^ 13, 

o = m' -h /A -h Ay — jl — j'm — Im. 

A Taide de y -h /= i H- 2 A, on peut exprimer j et / en fonction de leur 
différence, ce qui donne 

il^=^i-\-ih — {j — /), 

et, par rintroduclion de ces valeurs dans l'équation précédente, celle-ci se 

transforme en 

o — 4 /^i^ — 4 ''ï — I -+- 4 /i' — 8 hm -h (y — /)', 

ou, à cause de 

^m = 2(h -h//i) — 2 {h — m) :=z 2n — 2 {h — m), 
en 

et finalement en 

fx =: 8 /i -^ 5 = [ 4(/* - m) -f- 1]» -f- 4(y - 0'; 
pour 

Xz= ^{h — m) -hif B = 27 — 2/, 

on a donc 

Au moyen de A et B il est maintenant facile d'exprimer A, y, A, /, m, 

de la manière suivante 

8 A =: 4 w H- A — 1 , 

8y =I4/^+ A-h2B-f-3, 

Sk z=:4/i — 3A-4-3, 

8/ =4w-+- A — 2B-h3, 

Sniz=z ^n — A-hi. 

Reste encore à déterminer A et B. Or pi, nombre premier réel de la 
forme 4^^"I? ^^ peut être représenté que d'une seule manière par la 
somme de deux carrés, et comme 

M = a -h bi\ 

on a 

|jL = a* 4- ^', 

où 

rt = — I, 6=2 (mod4)' 
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De là résulte donc 

A = — a ot B.-±b. 

Le signe de B s'obtient par une considération analogue à celle du 
n*> 12. 

On trouve aisément 

v(2«4_ ,)^^-''^__ i = 2(h - A) -h2î(j - i) (mod M). 

Or 

3(A-A-) = A-i, 2(y~/) = B, 
donc 

— I E= A — n- B / , 

o = A -h 8/ [inod(M =:a-h bî)]. 

Puisqu'on a déjà trouvé A= — a, il s'ensuit B= — Z^, de sorte qu'on 
a finalement 

Sh=: ^n — a — J, 
Sj = .\n — a — 2 6 -f- 3, 
8^ = /^/^^-3rt-h3, 
8/i=4'* — a-+-2^4-3, 
8 //^ = /i /i H- a H- I . 

15. En rapprochant les résultats obtenus, on voit que, pour pi = 8/* -h i , 
le schéma (S) est de la forme 

h j k l 

/ / m ni 
k m k tfi 
l m m y, 

OÙ, pour M = — gr, on a 

8/i = 4// — 3M -5, 
8y =:8A-=: 8/ -!^n-\- M — i, • 
8 m =z l\n — M h- i , 

pour M = a -f- 6/ 

Sh z= ^n — 3^ — 5, 

8 / = 4 '' -+- ^ — 2 /> — r , 
8A = 4//-i-a — I, 
8 / = 4 // 4- rt + 2 /> — I , 
H/n ■=! i\n — a -\- i, 
Fac. de T. — XI. C.A 
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Pour pi = 8/î -f- 5, M = a -f- 6«, le schéma (S) a la forme 

fi j k i 

m m l j 

h m h m 

m l j m, 
où 

8/2 = 4^* — ^ — I > 
Sj=z^n — a — 2^-4-3, 

8A:=:4'2 4-3a-h3, 
Sl=i^n — a -h ib -^3, 

Ainsi qu'il ressort de ces formules, le changement de 6 en — b corres- 
pond à une permutation de j et /, tant dans le cas de jx = 8/^ H- i, que 
lorsque [k = Sn -h 5. 

D'après les congruences du n® 5, on a, dans le cas [x = 8// 4- i , pour le 
caractère de i-\- i suivant le module 4 

Caractère (i -h i)= (3, i) 4- 2(3,2) h- 3(3,3) = 3m -h 3/ = — //* —y, 

et pour celui de i — / 

Caractère (i— 1) — (ï>0^-2('»2)-h3(i,3)=/-t-5m=/-h//*; 

donc, pour M = — y, 

Q^ — 1 

Caractère {i-h i)^ — n=i— 2_^ 

o 

Caractère ( i — 1) = '* = -^ 

o 

Or, —^ — et —^ — sont des nombres entiers consécutifs; leur produit est 
donc pair et -- — g "" ^st divisible par 4, de sorte qu'on a 



7*—' ^ y'—' __ (^4-0(7 — 3) _ y-^i 
8^8 8 """^ 4 ' 



par conséquent 



((t)) =••■'"-'. ((t)) = '-='"-. 



et, vu que — i est résidu biquadratique, 



((=r^)) =•■•'"-. ((^ir^)) = '-='"""• 
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tandis que, de 2 = (i — /)(i -+- 1), il suit encore 



((«))=((ï))=- 



Pour M = a -f- bi^ au contraire, on a 

- m — j z=z— n^\ b, 
l -\' m ^=L /i -h I ^, 

et 

'' = 8 

Mais évidemment — -. ^ — est pair, et, par conséquent, ^^ -^ ^ 

est divisible par 4? d'où il suit 



a* — 1 — ^ -h I 



/ 
4 



(mod4); 



en outre, h étant divisible par 4, l'nn des nombres b^ b±^\ est divisible 
par 8; ^^ "* est donc divisible par 4» et Ton a 



de sorte que 
et finalement 



/ 



8 "• 8" 8 """ 2 ' 



// i^ |( — r/ H- I =b 9. 6 ) ( mod -x ), 



: r 



xM 



- ((-l.^)) 



M^^ = '"'* 



Lors(|ue, enfin, ui = 8// -j- 5, M = a -1- />/, on a 

Caraclôre ( r -4- / ) ^ ( i , 1 ) h- 2 ( i , 2 ) h- 3 ( 1 , 3 ) — //? h- ?, / 4- 3y ( mod 4 )> 
Caractère (1 — /) = (3, i) -h 2(3,2) -h 3(3,3) = / -+- 27 h- 3m (mod 4), 

où, toutes les congruences ayant rapport au module 4? on a 

m -h 2/ -f- 3y — : 3// -+- {(— 2a — /> H- 8), 
l-\-2j -h 3//Î =z3/* -h {(— 6 + 6) == — // -f- J( — 6 4- (3), 

"^ 8 
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a — 3 a -h I ». . . {a — 3)(aH-i) 



4 



j — étant pair, ^ ^ est divisible par 4» et il en est de même 



de ^^ -^ ^; donc 



n^ 8 8^ ^--g- = ^(-i-a-f-,), 

de sorte qu'on obtient finalement 

m-f-2/-h3y =Ei{(a — b -\-i\)==\{a — b — ^)y 
/ -h 2y -h 3 m = { ( — a — 6 4- 5 ), 

par suite 



I -f- I \\ ~{a — b-l) ([ I — f'W .f (-rt-/»-4-51 



rt H- 6/ 



((;^-))='='-"" 



et, le caractère de — i étant égal à deux, 






— 1 -I- I 



a-\- bi 
et 



= /* 



l(_„_fr_3^ 



a 4- ^/ 






Par là se trouve déterminé, dans chaque cas, le caractère biquadratique 
de I -f- /, ainsi que celui de i — /, — i — /, — i -h /, par rapport à un 
nombre premier primaire. Les résultats concordent entièrement avec ceux 
donnés par Gauss dans les Art. G3, G4 de la Theoria residuorum hiqua- 
dralicovum commentatio sccunda et démontrés par lui, d^une manière 
lout à fait différente, dans les Art. G8-76. 

16. Relativement à l'analogie qui existe entre une grande partie des 
considérations précédentes et celles que Gauss a développées dans les 
Art. 8 etsuiv. de son premier ^(tmoive sur la théorie des résidus biquadra- 
tiques, il y a à faire les remarques suivantes : 

Gauss considère des nombres réels; le module premier/? est de la forme 
f\n H- I, et il faut distinguer les deux cas p = %n-\-i^ /?=:8/?h-5; p a 
donc la même signification que la norme \l dans les cas II et III de notre 
n« 4. 

Les nombres i, 2, 3, ...,/? — i sont partagés par Gauss en quatre classes 
(A), (B), (G), (D). Les nombres de ces classes étant représentés par a, p. 
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Y, S, cette classification est fondée sur les congruences 

a * =1 (niO(lfx=/>), 

g — 1 

v—A 

où/^^^ — I (mod /?), et pour ^— a^-h b^ 

rt = i (mod 4), aH-6/=o (mod/;). 

Pour /> = pi = 8/1 -f- I, a et 6 ont la môme signification que ci-dessus; 
pour p = Sn-h 5y a et b, chez Gauss, ne diffèrent que par le signe des va- 
leurs qu'ils ont dans ce qui précède, où M = « h- bi est un nombre premier 
complexe primaii^e. 

Lorsque, toutefois, on admet aussi des nombres complexes, il est clair 
que les congruences ci-dessus, qui sont relatives au module ^ = [jl, restent 
valables pour le module a-+-6/, de sorte qu'on a aussi a-hiyV^o (mod a-hbi), 
d'où résulte y EE^ / (mod a -h bi)^ et, par conséquent, 

« ^ =1, p ^ Ez= / , y ^ r=— I, è ^ ==— i (mod rt 4- !>/'). 

La classification de (Jauss est donc identique à celle établie suivant le 
caractère bicjuadralique o, i , 2, 3 par rapport au module a -+- bi. 

Effeclivement, les nombres réels i, 2, 3, ...,/> — i forment pour le 
module a-{-bi un système complet de résidus incongrus, non divisibles par 
le module. 

Aussi, en remplaçant dans les deux derniers exemples du n*^ 5 les résidus 
complexes par les nombres réels congrus, ce qui se fait sans peine à l'aide 
de /=E=27 (mod — 3 — 8/) et de /^= 1 1 (mod — 5 -+- G/), on obtient 

(mod — 3— 8^*), |jL — 73, 

^ I, 2, 4, ^y 9, 16, 18, 32, 3G, 3;, 4i, 55, 5;, G.'i, G5, (nu 

' 7'» 7^- 

^ 5, 7, 10, l'i, 17, 20, 28, 33, 3/i, 39, 4o, 45, ^3, 50, 59, 

(63, G6, 68. 



C.3o T.-J. STIELTJES. 

( 3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27, 35, 38, 4^, 48, 49» 5o, 54, 

( ^' ) ) 

( 61, 67, 70. 



(D) 



( II, i3, i5, 21, 22, 26, 29, 3o, 3i, 42, 43, 44» 47» 5i, 52, 
58, 60, 62. 

(mod — 5 4-61), |jL=:6i. 



(A) i, 9, 12, i3, i5, 16, 20, 22, 25, 34, 4^» 47» ^^9 57, 58. 

(H) 2, 7, 18, 23, 24, 26, 3o, 32, 33, 4o, 44» 5o, 5i, 53, 55. 

(C) 3, 4, 5, i4, 19, 27, 36, 39, 4i, 45, 46, 48, 49, 52, 60. 

(D) 6, 8, 10, II, 17, 21, 28, 29, 3i, 35, 37, 38, 43, 54, 59. 

en accord parfait avec les exemples donnés par Gauss dans l'Art. 11 de son 
premier Mémoire. 

Le cas I de notre n° 4 est le seul pour lequel il n'existe rien d'analogue 
dans la théorie réelle de Gauss, ce qui tient à ce que dans ce cas on ne peut 
pas former, avec des nombres réels, un système complet de résidus. 

L'observation que la division en quatre classes (A), (B), (C), (D), 
efl'ectuée par Gauss dans son premier Mémoire, est identique à celle faite 
d'après le caractère biquadratique par rapport au module a H- bi fournit 
aussi le moyen de déduire immédiatement tous les théorèmes que Gauss a 
trouvés par induction dans son second Mémoire, Art. 28, mais dont, à 
ma connaissance, aucune démonstration n'a été donnée jusqu'ici. 

Ces théorèmes sont relatifs à la présence d'un nombre premier réel m 
dans les quatre classes (A), (B), (C), (D), ou, d'après ce qui précède, au 
caractère biquadratique de m par rapport au module a -h bi. 

17. Je vais reproduire maintenant les remarques formulées par Gauss 
dans l'Art. 28. Le module premier /> = p". étant supposé de la forme 
4/^ -h I, il s'agit maintenant, d'après ce qui a été dit au numéro précé- 
dent, de déterminer la valeur du symbole 

m 



a 4- ôi 



où m est un nombre premier réel; la circonstance que, pour [x = 8/î -t- 5, 
a et b ont, chez Gauss, un signe différent de celui des valeurs dun® 14 n'a 
aucune influence sur l'énoncé des théorèmes. Le nombre premier m re- 
cevra un signe tel qu'il soit toujours ^=1 (mod 4)» donc le signe moins 
lorsque, pris positivement, il est de la forme 4/f-f-3 = Q; un nombre 
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premier positif de la forme /j^ -h i sera représenté par P. Les remarques 
de Gauss peuvent alors être exprimées de cette manière : 

I. Lorsque a^^o(modm)^ la. valeur de M j-.jj est = -h i ou 

= — i; elle est égale à -H i si m a la forme Sr± i, égale à — i si m a 
la forme 8r di 3. 

IL Lorsque a n'est pas divisible par/w, la valeur du symbole dépend 
uniquement du nombre complètement déterminé a;, qui satisfait à 

b^ax (modm). 
Pour m = P, a; peut prendre ici les valeurs suivantes 

à l'exception desdeux valeurs/et P —/qui satisfont à j^^e= — i(modP). 

Ces deux valeurs ne peuvent évidemment pas se présenter, car de b^ay 

il résulterait 

6'= — a* ou a*-}- 6' = /? = o (moclP), 

c'est-à-dire que p devrait être divisible par P. 

Pour m = — Q, au contraire, x peut prendre toutes les valeurs 

o, I, 2, 3, . . ., Q — I. 

Ces valeurs de x peuvent être réparties en quatre classes a, p, y, S, de 
telle sorte que 

pour ^~aa (modm), la valeur du symbole M r-. j j soit =1, 

» ^ Z3 a y » =z — r , 

)) b ^ ao )) =1 — /, 

ou, ce qui revient au même, que dans ces cas m appartienne respective- 
mentaux classes (A), (B), (C), (D). 

Or, en ce qui concerne la quotité des nombres a, p, y, S, existe cette 
règle : que trois de ces quotités sont égales, tandis que la quatrième est 
plus petite d'une unité; d'ailleurs, cette quatrième quotité est celle des a 
lorsque, pour a^Eo, m appartient à (A), et celle des y lorsque, pour a^o^ 
m appartient à (C). 

18. Soit donc, en premier lieu, m = — Q; d'après la loi de réciprocité, 
on a alors 

-Q V\^// ^ + ^ ^" 
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et, pour aï:=o (modQ), 



Q--I 



a^bi)) - \\i}JJ WQ JJ VVQ 



- \ \—i ^ , 



vu que ( f Y^ ) ) = I ; en effet, 



Q 



^))^^ ' (modQ), 



et, comme Q est de la forme 4^' -+- ^j donc -~ — = (Q — i) -^^^7 — un 
multiple de Q — i, il suit du théorème de Fermât 

Four Q = 8« -h 3 on trouve maintenant 

-Q 

a -\- bi 

pour Q = 8 /i -+- 7 






-Q \\ 



a -V- bi 

Lorsque, au contraire, on a 

A/i=Pi=(A-4-B0(A-B0, 

où A 4- B/ et A — Bt sont les facteurs primaires de P, il suit de la loi de 
réciprocité 



P W ( I (i-\- f>^ \\ // « H- bi 



a -+- bi) ) \\A -h \M ) ] \\A — VM 

et, pour a^o (modP), 

bi \\ ( f bi 



a -t- bi)) ~" VV A 4- BiV; VVA - ^i 

— bi \\ ( ( -\- bi \\ / / — I 





A-t-B/yy WA — Bi )J VVA -hBf 
Or, en général, comme Ton sait. 



A4- \MIJ\\\— B/ ' 



donc 
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OU, pour P = 8 /ï -h I , 
et, pour P = 8// -h 5, 



I. 



Ainsi se trouve complètement démontrée la proposition I énoncée au nu- 
méro précédent. 

19. Supposons maintenant que a ne soit pas divisible par m, et considé- 
rons d'abord le cas le plus simple 

on a donc alors 



et, pour t.^ax* (modQ), 

à cause de l'égalité m — n = i, déjà démontrée au numéro précédent. 
Du résultat obtenu 

il ressort déjà que la valeur du symbole à gauche dépend uniquement du 
nombre a;, lequel peut prendre les Q valeurs 

o, I, 2, 3, . . . , Q — I. 

Nous n'avons donc plus qu'à résoudre celte question : lorsque le mo- 
dule Q est un nombre premier de la forme f\n -+- 3, combien, parmi les 
nombres 

I, 1-+-/, 14-2/, î-f-3/, ..., i-i-(Q — i)/, 

y en a-t-il qui appartiennent respectivement aux classes (A), (B), (C), (1^) -^ 
A cet effet, je remarquerai, en premier lieu, qu'on peut prendre, comme 
système complet de résidus non divisibles par Q, les nombres 

a -+- [3 / 
Fac. de T, - XI. C.5 
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OÙ a et P parcourent les valeurs o, i , 2, 3, . . ., Q — i , à rexceplion de la 
combinaison a = o, ^ = o; et, en second lieu, que les nombres 

appartiennent tous à (A), de sorte que, lorsque le nombre 

(X -h fi l 

fait partie d'une certaine classe, celle-ci renferme également les nombres 

qui, par l'omission de multiple^ de (), peuvent tous être ramenés à la 
forme a -f- p/, où a et ^ sont plus petits que Q. Or, les résidus de 

oc' y i%\ 3 a', ..., (Q — i)a' 

sont, tant que a' n'est pas =0, congrus dans un certain ordre, suivant le 
module Q, avec les nombres 

Dans le groupe des Q — i nombres 

o:'-^P'iy 2(a'+^'0, ..., (Q-,)(a'-4-;3'0, 

appartenant tous à la même classe, il y en a donc un qui est congruent 
avec un des nombres 

1 -f- a- /, .r =1 o, 1 , 2, . . . , (J — I . 

Or, la quotité des nombres de chaque classe, ' ~ - = (() -- i) x --y— , 
est un multiple de Q — i, et les Q — i nombres sans partie réelle 

/ , 2 /, 3iy . . . , ( Q — I ) i 

appartiennent pour Q = 8/^ -h 7 à (A), pour Q = 8/^ -h 3 à (C). 

Puisque tous les nombres de chaque classe dont la partie réelle n'est pas 
= o peuvent être réunis, comme ci-dessus, en groupes de Q — i nombres, 
de telle sorte que dans chaque groupe il y ait un nombre à partie réelle 
~ 1, il eu résulte que, pour Q = 8// + 7, il y a dans les classes (A), (B). 
(C), (D) respectivement 



Q-3 Q-hi Q-f-i Q-t-i 
nombres i -f- xi. 



» 4 4 4 
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Pour Q = 8/i H- 3, ces nombres sont 

"X"' ~~V' ~T' ~4~' 

tandis que, d'après le n^ 18, dans le cas a^o (modQ), pour Q = 8/i -f- 7, 
et 8/i -f- 3, Q appartenait respectivement aux classes ( A) et (G). 

Tout ce qui se rapportait au cas m = — Q est donc maintenant connu. 

20. Pour m = P = (A 4- Bt)(A — Mi) nous avons déjà trouvé 

a + bi 







A-B/ 



et, par conséquent, lorsque b^ax (mod P); 



((^^TT^)) - ((x^)) ((x^-)) ((â^ïï?)) ((â^))' 

ou, puisque d'après une remarque déjà faite au n" 18 le produit des deux 
derniers facteurs à droite est = i , 

de là résulte que la valeur du symbole à gauche dépend uniquement du 
nombre a;, de sorte qu'il n'y a plus qu'à résoudre la question suivante : 
pour combien de valeurs de i -\- xi l'expression 



\-\-Xl\\ ( [ \ -\- XI 




A-hB«7/ VVA-Br 



acquiert-elle respectivement les valeurs i, /, — i, — «? On doit donner ici 
à X les valeurs 

Oj I^ 2^ «)^ •••y 1 — I y 

à l'exception des deux racines àc y^^— i (mod P). 

Pour résoudre la question qui vient d'être posée, je considère un système 
complet de résidus incongrus non divisibles par le module A 4- B/, et je 
les rapporte, d'après leur caractère biquadra tique, à quatre groupes (A), 
(B), (G), (D). Chacun de ces résidus est supposé choisi de telle sorte que 
la partie réelle soit = i, et que le facteur de i soit plus petit que P. 
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Ces suppositions peuvent être représentées ainsi 

Classe (A) «mi-hâr/, 

(B) r^^i-\-bi, 

(C) y = i4-C7, 
( D ) 6 — i->t-di, 

Les nombres a, 6, c, rf, dans leur ensemble, concordent avec 

o, I, 3, 3, ..., (T — i), 

sauf que la valeur/, qui est^^t, manque, vu que i H-//£FEo(mod A -f-B/). 

En opérant de la même manière avec A — B/, on voit aisément que la 

classification sera 

(mod A — B/). 

Classe (A) i h- (P — a)i^ 

(B) ,H-(P-e/)£, 

(C) ,-f-(P_c)/, 

(D) ,-+-(P-6)/; 

car on a simultanément 

p-i 

(i-f-j:/) ' - /P^.(A-hB0(C4-D0. 
I'— t 

(i — x/) * — i'3?=:(A — BO(C — D/). 

Ainsi, lorsque \-\-xl a, suivant le module A-hB/, le caractère c, 
1 — xi-- 1 H- (P — x)i a, suivant le module A - B/, le caractère 3p. 

21. Pour que 
devienne égal à i , il faut, lorsque 



((a + Bi)) 



a Tune des valeurs i , / , — i , — / , que 



/ 
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prenne une des valeurs i, — «, — i, «; ou, en ayant égard aux deux divi- 
sions en classes : lorsque x appartient respectivement a a, h^ c, rf, il faut 
(jue, simultanément, p — x appartienne aux nombres a, /y, r, d. 
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On peut donc dire que le nombre des valeurs de x^ pour lesquelles on a 

!-h^/\\ ( [ \ -\- xi 



= ', 



est égal à la somme des nombres de solutions des congruences 

a -H a'^ o, 
h -\- b'^Oy 
c -h c' = o, 
ci -\~ d' ^ o, 

par rapport au module P, ou, ce qui revient au même, par rapport au 
module A ±:B/. 

On remarquera que la valeur /> — /, exclue pour x, entre bien dans a, 
/;, c, rf, mais ne peut néanmoins apparaître dans aucune des congruences 
ci-dessus, parce que cela exigerait que / se trouvât également parmi les 
nombres a, 6, c, rf, ce qui n'est pas le cas. 

On a a = I 4- a/, de sorte que les congruences en question, après multi- 
plication par i, deviennent 

a + «'=2 (mod A -h Bi), 

(3 -+-(3'= 2, 
y H-/ = 2, 



4-d'=2. 



p — i 



Lorsque — appartient à la classe (A), les congruences précédentes, 

multipliées par ^~ > se transforment en 

a -h a' -M = o ( niod A 4- B £ ), 

(3-f-l3'+i = o, 
y -hy'-h I = o, 
d -h ô' 4-1 = 0, 

de sorte que la somme des nombres de solutions de ces congruences est 
égale au nombre des valeurs de x qui rendent 



i-hxi\\ f l \-\- XI 




A-f-B/yy VVA-B/ 
égal à I . 

Mais on peut se convaincre immédiatement que ce résultat reste le même 

lorsque ^ ~"' appartient aux classes (B), (C), (D). Si, par exemple, ^^ 
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«appartient à (B), il suit de a 4- a' =3 2, en multipliant par ^ ~" ' > 
et de p 4- ^'i^^ Y -h y'^ ^ -^- ^'^^ 2, respectivement 

Si l'on désigne par /, «, v^ w les nombres des valeurs de x qui rendent 



((^■)) ((î^9) 



respectivement égal à i, /, — i, — i^ t est donc la somme des nombres de 
solutions des congruences 

a -f- a'+ I = o (mod A -h H/), 

;3-h;3'-hi~o, 

y -f- y' -h I = o, 
-h o -h I ^ o. 

Exactement de la même manière, on trouve que u égale la somme des 
nombres de solutions des congruences 

a -\- o 4- I ^H o, 
;3 -+- a -h 1 = 0, 
y -h (3 H- I = o, 
-f- y -h I — o, 

tandis que, pour c^ et vv, on a à considérer les congruences 

a-^y4-î:=o et a-hi3-i-iE=o, 

,3 4- f5 -M E= o ,3 -h y 4-1 i=- o, 

y -h a H- I =3 o y 4- H- î = o, 

o -f- |3 4- ï ^^ o 4- a 4- I ^^ o. 

Dans le cas de P = 8// 4- i , on a donc, d'après les n°' 7 et 8, 

^ ~ (0,0) 4- (î , 1) 4- (2,2) -H (3,3) = /< 4- / 4-"/i- 4- y _i ■.i/^ — I, 

W =r (o , 3 ) 4- ( I , o ) 4- ( 2 , I ) 4- ( 3 , 9- ) =y 4- Wl 4- /?^ H- / =: 2 //, 
i; =. (o , 2 ) 4- ( î , 3 ) 4- ( 2 , o) 4- ( 3 , I ) rrr /,- 4- /?l 4- A' 4- //* = 2 /*, 

(ï' 1= ( {> , I ) 4- ( 1 , 2 ) 4- ( 2 , 3 ) 4- ( 3 , ) — - / 4- / -^ m -\- m — in. 
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et dans le cas de P = 8n -+- 5, d'après le n° 13, 



t (o,2)-h(i,3)H-(2,o)4-(3,i) k -\- j ^ h -\- l 


— 2 // H- 1 , 


it (o,i) 4- (î ,2) -^- (2,3) -t- (3,o) y -h / -h m -h m 


2 /J -h 1 , 


i' (o,o)4-(i,i)-J-(2,2)-h(3,3) h -{- m -h h -h m 


2/^, 


IV (o,3) H- (i ,0) 4- (2, i) -f- (3,2) l -i- m -^- m -h j 


2/1 -4- 1 . 



22. Kn récapitulant tout ce qui précède, on voit donc que les caractères 
servant à reconnaître si un nombre premier réel appartient aux classes (A), 
(B), (C), (D), lorsque le module p est de la forme /\n 4- i et que a h- In 
est un facteur complexe primaire de p, se laissent exprimer de la manière 



suivante : 



Le nombre premier P = 8// 



(A) pour a = 

(B) » b = 

(C) » b~ 

(D) )) b^ 



o, 
«[3 



aoL 



a\ 



i 



ad 



I appartient 


a 


(modP). 


Nombre des a' 2/^ 


)) 


» (:/. _ 2/^, 


)) 


» y' in. 


)) 


n à' . in. 



Le nombre premier P = 8/i -h 5 appartient à 



(A) pour b 

(B) .) b 

(C) » b 

(D) M /> 



= ay, 

-s 

^ ao 



<7 = o 



(mod P). 





)) 



)re 


des 


a' — 


in -\- \, 


» 




P' 


m -+- 1 , 


» 




/- 


2/1, 


)) 




(5' — 


2/1 -f- I. 



Le nombre premier — Q = — (8// -h 3) appartient à 



(A) pour b 
( B ) )> b 

(C) » b 

(D) » b 



» «; = 



ao 



a^no 



J< 


3)- 


Nombre 


î des 


a' — m 


» 




» 




Ç^'-in 


» 









y' —m. 


)) 




)) 




d'^in^ 



ï, 



=.in -\- \ 



-H I. 



Le nombre premier — Q = — (8/^ 4- 7) appartient à 



(A) pour b 

(B) » ^H 

(C) » b = 

(D) » ^= 



^ aa 



a(3 
a(5 



a^ o 



(mod Q). 



» 
» 
» 



Nombre des (x.'=z 



p'= 



» 
» 



y- 



ô' 



m 
m 
in 
in 



4-1 

4- I 



I. 



Je citerai encore les remarques suivantes de Gauss (Art. 28), dont la 
démonstration, après tout ce qui précède, n'offre pas la moindre difficulté. 
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I" Le nombre o appartient toujours aux a, et les nombres — a, — p, — y? 
— appartiennent (mod m) respectivement aux a', S', y' et P'. 

2** Pour P = 8/^ 4- f , Q = 8/i 4- 7, les valeurs de -, g» -» t: (mod m) 

appartiennent respectivement aux a', 0', yS Pî ^^ pour P = 8// 4- 5, 
Q =8/^ -h 3, ces valeurs appartiennent respectivement aux yS ^\ ^'j ^ • 

Résidus cubiques. 

23. En passant aux résidus cubiques, il est nécessaire de rappeler 
quelques points de la théorie des nombres entiers de la forme a-+-6p; p est 
ici une racine cubique complexe de Tunité, de sorte qu'on a 

I -h p -h p'=o. 

Dans cette théorie, comme on le sait, il existe au sujet de la divisibilité 
des nombres, de leur décomposition en facteurs premiers, de Texistence 
de racines primitives des nombres premiers, etc., des théorèmes tout à 
fait analogues à ceux que présente la théorie ordinaire des nombres réels; 
la grande majorité des recherches contenues dans les quatre premières 
sections des Disquisiliones arithmeticœ peuvent être étendues, presque 
sans changement, à la théorie des nombres entiers a -^ bp. 

Le produit de deux nombres conjugués a 4- ip, a 4- ^p^, 

(a -h bp){a -h bp^) =: a'— ah -+- ^', 

s'appelle la norme du nombre a 4- tp et sera toujours indiqué par (jl. 
Le nombre 3 n'est pas un nombre premier dans cette théorie, car 

3=3(l-p)(l-p^)=:-p^(l-p)S 

Comme nombres premiers, outre i — p, se présentent dans cette théorie : 
Premièrement les nombres premiers réels de hi forme 3 /^ — 1 ; la norme 
est alors = (3// — i)'; 

Secondement les facteurs premiers complexes des nombres premiers 
réels de la forme 3/i 4- 1 . Ce nombre premier réel est alors en même temps 
la norme du facteur premier complexe. On a, par exemple, 

7 =: (2 -H 3p)(2 -h 3p') =i:(2 -h 3p)(- 1 - 3p). 

Les nombres premiers 24-3p, — i — 3p ont tous les deux le nombre 7 
pour norme. 
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et dans le cas de P = 8/^ -+- 5, d'après le n° 13, 



t =: 



II 

(I' 



(o,'i) 

3(0,I) 

= (o,o) 

:z(0,3) 



(1,3) -+-(2,o)-i-(3,i) 
(i,2)4-(2,3) -t-(3,o) 

(l,l) -h(2,2) 4-(3,3) 
(1,0) -h(2,l)-h(3,2) 



k 


-+- 


• 

J -t- 


h 


-4- / 


— - 


2 // -h 1 , 


m 

J 


-h 


/ H- 


m -h m 




2 ^< -h I , 


h 


-{- 


m -h 


h 


-H m 





2/^, 


l 


-h /;/ ^- 


m 


m 




2 /* -h 1 . 



22. Kn récapitulant tout ce qui précède, on voit donc que les caractères 
servant à reconnaître si un nombre premier réel appartient aux classes (A), 
(B), ((]), (D), lorsque le module p est de la forme /\n -f- 1 et que a -f- hi 
<*st un facteur complexe primaire de /?, se laissent exprimer de la manière 
suivante : 

Le nombre premier P = 8// -f- i appartient à 



(A) pour a = 

(B) » h = 

(C) » h = 

(D) » b^ 



HO, 

- ao 



h ^ ax 



(inod P) 



n 
)) 



=12/1 — I 



Nombre des 


a' 2/1 


» 


(3'=: 2,., 


» 


y' —2/1, 


» 


d' 2 /* . 



Le nombre premier P = 8// -+- 5 appartient à 



(A) pour b- 

(B) .) b = 

(C) » ^ = 

(D) » b 



2 aoc 
.a? 



a ir-=. o 



=2 ao 



(mod P). 



» 

» 



Nombre 


des 


a' 2/1 -\- \, 


)) 




P' 2/* -i- I, 


» 




y'— 2/*, 


)) 




O' 2^J -f- I. 



Le nombre premier — (^ z=i — (8// 4- 3) appartient à 



(A) pour 


b -~ a a. 


(B) » 


^-^a? 


(C) .. 


A ay. 


(D) » 


b IL: <7 



r/ r : o 



(mod 0). 



» 
I) 



Nombre des 


a' — 2^/ -h 1, 


)) 


P'— 2/i-f-l, 





y'— 2/^, 


» 


o'-- 2/i -H 1. 



Le nombre premier — Q = — (8/^ -h 7) appartient à 



(A) pour b 
(W) » b 

(C) » ^ 

(D) >» b = 



aoL, 



= a? 



~ ay 






a ^3 o 



(mod Q) 



» 
» 



Nombre des a' 



» 
» 



0' 



2/1 

2/1 

- 2/1 

2/1 



I. 



Je citerai encore les remarques suivantes de (iauss (Art. 28), dont la 
démonstration, après tout ce qui précède, n'offre pas la moindre difficulté. 
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qui sont respectivement congrus avec des nombres de (A), (B), (C); par 
(i,o), (i,i), (i,2)les quotités des nombres de (B') qui sont respectivement 
congrus avec des nombres de (A), (B), (C); enfin par (2,0), (2,1), (2,2) 
les quotités des nombres de (C) qui sont respectivement congrus avec des 
nombres de (A), (B), (C). 

Tous ces nombres peuvent être réunis dans le schéma (S) 

(0,0) (0,0 (0,2) 
(1,0) (1,1) (1,2) 
(2,0) (2,1) (2,2); 

et avec la détermination de ces nombres est aussi trouvé immédiatement 
le caractère cubique de i — p- Car les congruenccs manifestement iden- 
tiques 

(a: — a)(jr — a')(^ — a"). . .EiH jr * — i (mod M), 
(j? — y)(x — y')(x — y"), , .^ X ' — p* 

donnent pour x = — ] , vu que ^—5 — est pair (sauf pour M = 2, cas qui 
doit être excepté), 

(j3-M)((3' H- OCP'^-h !)...= i-p (mod M), 

(y -M)(y' -hi)(/ -h I). . .= I - p^ 

d'où il suit immédiatement 

25. Le nombre — i appartient, comme cube parfait, à la classe (A), et 
les nombres a et — «, ^ et — p, y et — y entrent à la fois dans les classes (A), 
(B), (C). 
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A l'aide de cette remarque, il est facile de voir que 



de sorte qu'on a 





Le 
signe 


le 


Représente 
nombre des solutions de 




(0,0) 




a-ha'-l-i-^o (mo 




(0,1) 




a -f- (3 -h I = 0, 




(0,2) 




a -H 7 -h 1 -^ 0, 




(«,o) 




(3 -h a -h I == 0, 




(î,0 




(3 -f- (3' -h 1 = 0, 




(1,2) 




3 -t- y -h I — 0, 




(2,0) 




y -+- a + I — 0, 




(2,1) 




y + f' -M — 0, 




(2,2) 




y + y'-+-i — 0, 


a 








(o,i) 


= (i,o), 


(0,2) — 


(2,0), (l,2)=:(2,l). 



Si xy^^i (modM) et que x appartienne à (A), il est évident que y 
appartient également à (A); mais lorsque x appartient à (B) ou à (C),^ 
appartient respectivement à (G) ou à (B), ce qu'on peut exprimer en écrivant 



(XX ^ I 



i3ys 






De 



y(« 

(3(« 






■) 



s (3' 



(mod M). 

i-h(3 



on conclut aux relations 



(0,l) = (2,2), (0,2)=:(l,l), 



de sorte que le schéma (S) a cette forme 



^ y 






Comme — i appartient à (A) et, par conséquent, o à (A'), mais que, 
sauf ce nombre o de (A'), tous les nombres de (A'), (B'), (C) sont 
congrus avec un nombre de (A), (B) ou (C), on a 

h -\- j -h k^= n — I, 
j -h k -h l =^n. 

Enfin, la considération du nombre des solutions de la congruence 

«•4-l3-HY-hi = o (modM), 
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OÙ a, j3, Y doivent être choisis respectivement dans les classes (A), (B), 
(C), fournit encore une relation entre //, y, A', /. En effet, si l'on prend 
d'abord pour a les nombres de (A), on obtient pour le nombre en question 

En prenant, au contraire, pour ^ successivement tous les nombn^s 
de (B), on trouve pour ce même nombre 

jk -H kl 4- lj\ 

donc 

o-—hl -\-JJ -h kk — jk — kl — //*. 

26. En éliminant h de cette dernière équation, à Taide de // = /— i, 
on a 

o = l(l—i)-hjj -h kk --jk — kl — Ij, 

équation qui, multipliée par 4, prend, à cause de 

(j-^ky-\-'6(j-kY=t,{jj + kk-jk), 
la forme 

ou bien, en ayant égard à / = ai — (y -+- Ar) et en multipliant par 9, 

36^1 = 36/*4- 9(y -h A-)» -h 27(7 - A)»- 36/(7 -+- A) h- 36(7 4- A), 
et 

24/i = 24(y-t- A-h/); 

donc, par soustraction, 

i2/i = 36/«-h9(y+A)«-H27(y-A)»-36/(y + A)-i-i2(y-hA)-2.W, 
ou 

12 Al H- /i = 4/^ = (6/ — 3y — 3A — 2)»-h27{y— ky. 

Si Ton pose 

A = 6 / — 3y — 3 A' — 2, 

B = 3y— 3A*, 

on a donc 

4^ = A«-4-3B«, 

et A, y, Al, / se laissent alors facilement exprimer au moyen de A et B, de 

la manière suivante 

9/j 1= 3/1 4- A — 7, 

iSy =6n — Ah-3B — 2, 

i8A- = 6n — A — 38 — 2, 

9/ = 3/1 -h A -h 2. 
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II reste encore à déterminer A et B, et pour cela deux cas doivent être 
distinfçués. 

27. Si, en premier lieu, M est réel et de la forme 3n — i , donc fji = M*, 

il suit de 

4|i=:4M«=:A«-t-3n- 

que A = di 2M, B = o. Car, si B n'était pas égal à o, on pourrait déter- 
miner un nombre entier x de telle sorte que 

A = B^ (moclM), 

d'où résulterait 

A' = — 3B'= B=a:* (mod M), 

donc 

cr' = — 3 (modW), 

ce qui est impossible, puisqu'on sait que — 3 est non-résidu de M. 
On a donc indubitablement 

Bi=o, A=ii=2M. 

Quant au signe de A, il se déduit immédiatement de la remarque que A 
est Lz: I (mod 3), et M, comme nombre premier primaire, ^— i (mod 3); 
on a donc 

A=:2M 

et finalement 

9/1 = 3/1 -f- 2M — 7, 

9yz=9^ = 3/^— M — I, 

9/ =: 3/2 -+- 2M -h 2. 

28. Soit, en second lieu, M = a -+- 6p un facteur complexe primaire d'un 
nombre premier réel/? de la forme 3 /i H- 1 ; on a alors 

4^ zz: ( 2a — ô)« -h 3 6*=: A'-f- 3B« 

et, puisque a -h bp est primaire, a h- i^ 6^0 (mod 3). 

B aussi est maintenant divisible par 3, et comme il est facile de dé- 
montrer que ^[L ne peut être représenté que d'une seule manière par la 
somme d'un carré et du multiple par 27 d'un second carré, il s'ensuit 

Le signe de A, en effet, est de nouveau déterminé par A^eei (mod 3). 

Quant au signe de B, il s'obtient par la considération suivante : Si :: 

parcourt tous les nombres de (A), (B) et (C), on trouve, exactement de 
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la morne manière qu'au n** 12, 

l(z^-^i) 3 =- 2 =3(A-f-yp-f-A-p*) (modM), 

ou 

-2 = 3[(A-A)-f-p(y-A0], 

puis, en exprimant A, y. A* par A et B, et écrivant pour A la valeur 
2a — ft, ciprès quelques réductions, 

d'où il résulte B = b. 

A et B étant ainsi trouvés, on a 

g/t zzz^n -{- ^a — b — 7, 
gj ^z: 3n — a -\- 2 b — i , 
9A:=:3/i — a — b — i, 
9/=3/i-f-2a — ^ -h 2. 

29. D'après le n° 24, le caractère cubique de i — p, suivant le module 3, 
est 

~(l,l)-f-2(l,2) = A-— /, 

et celui de 1 — p^ 

= (2,i)-!-2(2,2)z-/ — y; 

lorsque M est réel de la forme 3/i — i , on a donc, d'après le n® 27, 

Caractère (i — p)= — > 

M -+- 1 
» 



ou bien 



M-^l r- •-! M + l 






d'où il suit encore 

Quand, au contraire, M = a-h bp est un facteur complexe d'un nombre 
premier réel de la forme 3 n h- 1 , on a, d'après les valeurs trouvées au n° 28, 

Caractère (i — p) = ^( — « — i), 



» (l — p«)=:r(« — ^>-+-l), 
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OU 

Ces résultats ne diffèrent pas, au fond, de ceux donnés par Eisenstein 
dans le Journal de Crelle, t. 28, p. 28 et suivantes. 

30. A l'égard du cas où le nombre premier M est un facteur d'un nombre 
premier réel /?, de la forme 3/i-f- 1, je présenterai encore les remarques 
suivantes. 

Comme, dans M = a -h 6p, aei b n'ont pas de diviseur commun, et que 
par conséquent b ci a — b sont aussi premiers entre eux, on peut toujours 
trouver deux nombres entiers a et ^ satisfaisant à la relation 

b(x-\- {a — b)^ = I, 

et l'on a alors 

donc 

p^ b^ — aa [mod(M==a -+- bp)]. 

De là résulte immédiatement que tout nombre entier c-^- dp est congru 
suivant le module a-^bp k un nombre entier réel, lequel nombre réel 
peut être pris plus petit que le module (x = p, de sorte que les nombres 
réels 

O, I, 2, »3, . . . , fx — I 

forment un système complet de résidus. En divisant ces nombres réels 
(à l'exception de o), suivant leur caractère cubique, en trois classes 



(A) a, a', a", . . ., 

(B) P, P', P\ ..., 
(G) y, y', /, ..., 

et, en désignant par f le nombre réel qui est ^ p (mod M), on a donc 

v—^ iiiLÎ !izi 

a » — i = (î ' — / = y ' — /* = o [mod(M~a-h6p)], 

et comme 

tzi lizj iiii! 

a » -I, p ' -/, y » -p 

sont des nombres réels, ils doivent être divisibles non seulement par a-hbp^ 
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mais aussi par le module 



(le sorlc qu'on a 



a ' E=i [mod(/? r= (jl)], 

\L-i 



On voit donc que la classificalion des nombres 

I) 2, o, ..•> /^ I, 

il l'aide de ces trois congruences, coïncide avec celle qui a pour base leur 
caractère cubique par rapport au module a -h bp. 
Le résultat 



[~J^] = 9'' 



peut être énoncé ainsi : le nombre 3 appartient à la classe (A), (B) ou (C), 
suivant que — -^ 6 est de la forme 3/;/, 3m -+- 
Voici quelques exemples : 

P = 7f a — 2, 6 = 3, 

(A) I, 6. 

(B) 2, 5. 

(C) 3, 4. 

^z=r3, a =: — I, 6 = 3, 

(A) I, 5, 8, 12. 

(B) 4, 6, 7, 9. 

(C) 2, 3, 10, il. 

p = \% a = 5, /> = 3, / = ir. 

(A) I, 7, 8, 1 1, 12, 18. 221 

(B) 4> ^9 9> 'o> »3, i5. 2 I 3 

(C) 2, 3, 5, i4, 16, 17. I 3 2 

/>zz:3l, rt =r 5, 6 n::; 6, / rr 25. 

(A) I, 2, 4» 8, i5, i6, 23, 27, 29, 3o. 342 

(B) 3, G, 7, 12, i4, 17, 19, 24, 25, 28. 4^4 
((]) 5, 9, 10, II, i3, 18, 20, 21, 22, 26. 244 



I ou 3 m -h 2. 




Schéma 
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/? = 37, a=^ — 4> 6=3, /nraô. 

(A) I, 6, 8, lo, II, i4, 23, 26, 27, 29, 3i, 36. 2 5 4 

(B) 2, 9, 12, i5, 16, 17, 20, 21, 22, 25, 28, 35. 543 

(C) 3, 4> 5, 7, i3, 18, 19, 24, 3o, 32, 33, 34. 4 3 5 

^ = 43, «= — I, 6=6, / zr 36. 

(A) I, 2, 4> 8, II, 16, 21, 22, 27, 32, 35, 39, 4i> 42. 3 6 4 

(B) 3, 5, 6, 10, 12, 19, 20, 23, 24, 3i, 33, 37, 38, 4o. 6 4 4 

(C) 7, 9, i3, i4, i5, 17, 18, 25, 26, 28, 29, 3o, 34, 36. 4 4 6 



(A) 



(«) 



(C) 



/> = 6i, a = 5, 6—9, /=i3. 

i, 3, 8, 9, II, 20, 23, 24, 27, 28, 33, 34, 37, 38, 6 8 5 

4i, 5o, 52, 53, 58, 60. 857 

4, 10, 12, i4, 17, 19, 25, 26, 29, 3o, 3i, 32, 35, 36, 578 

42, 44, 47, 49, 5i, 57. 

2, 5, 6, 7, i3, i5, 16, 18, 21, 22, 39, 4o> 43, 45» 

46, 48, 54, 55, 56, 59. 



lia question de la présence du nombre 3 dans Tun des groupes (A), ( B), 
(C) étant tranchée d'avance, comme il vient d'être dit, on peut facilement, 
à l'aide de la loi de réciprocité dans la théorie des résidus cubiques, établir 
les caractères nécessaires pour reconnaître aussi la présence d'autres nom- 
bres dans ces classes. Il suffît évidemment de considérer, à ce point de vue, 
les nombres premiers. 

En ce qui concerne le nombre premier 2, ces caractères peuvent aussi 
être déduits sans le secours de la loi de réciprocité, ainsi que nous allons le 
faire voir. 

31. Le nombre p — i appartenant toujours à (A), il en résulte immé- 
diatement que 2 appartiendra à la classe (A), (B) ou (C) suivant que ^7^' 

appartient à la classe (A), (C) ou (B). 

Les nombres A, /c, j sont respectivement les nombres de solutions des 

congruences 

a4-a'-hi = o (mod/>), 

(3 -+-(3' 4- 1 = 0, 

7-4-/4-1 = 0, 

Fac. de T. — XI. G. 7 
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et comme on peut échanger entre eux a et a', ^ et P', y et y', ces trois 
nombres sont pairs, à Texception du premier, lorsque a = a' = — — appar- 

tient a (A), ou à l'exception du deuxième, lorsque ^ -- j3'= — appar- 

tient à (B), ou à Texception du troisième, lorsque y = y' = appar- 

lient à (G). 

On voit donc que 2 appartient à la classe (A), (B) ou (G), suivant que, 
des trois nombres //, y, A*, le premier, le deuxième ou le troisième est im- 
pair. 

Gomme on a /? = 3^ -F- i (/i pair) et, d'après le n** 28, 

ghz=3n-^2a — — 7, 
^j =:3n — « H- 2 6 — I , 
c)k =z 3n — a — b — i, 

h est impair lorsque b est pair, j est impair lorsque a est pair, enfin A* est 
impair lorsque a el b sont tous les deux impairs. Puisque a et b n'ont pas 
de diviseur commun, aucim autre cas n'est possible, et, par conséquent, 

2 appartient à 

(A) lorsque 6=eho (moda), 

(B) » a = o (mo(i2), 

(C) » a^=bT=^i (nioda). 

32. En ce qui regarde la présence de 5 dans l'une des trois classes, on a, 
d'après la loi de réciprocité cubique. 



r 5 i^r^-^/^p] 

la-\-bp\ L ^ J 



car 5 est aussi un nombre premier dans la théorie des nombres entiers 
a -h 6p. 

Pour a E= G (mod 5), on a donc 



[^p] = m = m -•-■• 



et, par conséquent, 5 appartient à (G). 

Lorsque a n'est pas divisible par 5, on peut déterminer x par 

b^ax (mod 5), 
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et X peut prendre les valeurs o, i, 2, 3, 4; on a 

r__5__1 _ [ a(i-f- jp) 1 _ [ i-t- j-Q 

et l'on trouve ensuite 



,r r= o, 
./• — I , 

rie sorte que 5 appartient à 






5 ' ] ^ 



a ir= o. 



(inod .*)), 



(A^ lors(ju(» /> ~ o, 
(H) » b . a, 
((]) » b-~3fry 

Pour juger de la classe de 7, on a 

a -h />p"| _ fa f- 3p"l f c^ -h 3p' " 
puis, d'après la loi de réciprocité, 

r 7 1 ._ r^-/>?] riL±iM. 

1/7 -f- ^p J I .î -r 3p ) [2 -h 3p*J 

Pour ai=o(niod 7), attendu (ju'on a, en général, 

r a^;3p |[a-f-3pn„^ 
La -+- /y pi Lr/ 4- 6p'J * 

il vient 

de sorte que 7 appartient à (B). 

Lorsque a n'est pas divisible par 7, mais ([u'on a 

br-a.r (mody), 



il s'ensuit 



r 7 1 _. fit^Pl ri±_5P I 

La + ^pJ L2--3pJ L2-4-3p«J 



et o; peut présenter les valeurs 

o, I, 2, 4. 6, 
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mais non les valeurs x = 3 et x = 5, car celles-ci rendraient 

divisible par 7. 

On trouve maintenant 



x = 0, 



X= I 



JT = 2, 



X =1^9 

de sorte que 7 appartient à 






(A)Jorsqueô = o, 6= 2 a (mod 7), 

(B) » b^^a, a^ o, 

(C) » b ^ Œy b^ 6rt, 

De la même manière, ou par induction, on reconnaîtra que 1 1 appartient à 

(A) pour ^~o, b== 2«, 6= 4ûr, ^= 5«, (mod 11); 

(B) » b^Zuy b=i 6a, b=i ga, a^ o, 

(C) » b^ a, b^ 7a, 6== 8«, b^ioa, 

i3 appartient à 

(A) pour ^ = 0, 6= 2âf, 6= 3a, 6= 8a (modiS); 

(B) » b^ a, b^2 6a, b^iia, b^iia, 

(C) » b^5a, b^ ja, b^ 9a, a==. o, 

17 appartient à 

(A) pour 6 = 0, ^= a, 6= 2a, b^ 9a, b = i6a, a~ o (mod 17); 

(B) » ^^3a, ^Ez 7a, b^ Sa, b^iia, 6^i3a, b^i^a, 

(C) » 6ei:4^> ^^^ 5a, 6^ 6a, b^ioa, b^iia, b^ï5a^ 

19 appartient à 

(A) pour b=o, b= a, 6== 2a, 6=:ioa, 6=i8a, a== o (modi9); 

(B) » b^^^a, b^iia, 6^i3a, ô^i^a, 6^i6a, b^i'^a, 

(C) » b^SOf b^ l\a, b^i 6a, 6= 7a, 6^ 9a, 6.= i5a, 

23 appartient à 

(A) pour 6 = 6= 2a, 6= 5a, 6~ 6a, 6= 7a, 6= Sa, b—iia, /y=i5a (mod23); 

(B) » 61= a, 6= 9a, 6~i3a, 6=i6a, b^ija^ b==iSa, b^iga, ^=22a, 

(C) » 6 = 3a, ^= 4«> ^ = ioa, 6 = i2a, 6 = i4a, 6= ô=2ia, a= o. 
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33. La considération de ces tliéorcmcs particuliers donne Heu aux remar- 
ques suivantes : 

Pour la commodité, les nombres premiers réels de la forme 3/i — i , cpii 
restent aussi nombres premiers dans la théorie complexe, seront désignés 
ici par Q, les nombres premiers de la forme 3/i -+- 1 par P. 

ï® Un nombre premier Q appartient, lorsque an-o(modQ), aux classes 

(A), (B), (C) suivant que ^^' est de la forme 3/;^, 3/;/ H- i, 3m -f- 2. 

2^ Un nombre premier P appartient, lorsque a^^.o(modP)aux classes 
(A), (B), (C) suivant que —^ — est de la forme 3///, 3m -h i, 3m -h 2. 

3** Dans les cas 6^=0, &=3 2a, le nombre premier P ou Q appartient 
toujours à la classe (A). 

4® Quand le nombre premier appartient à (A) pour a=:=o, il appartient 
aussi à (A) pour bn^^.ael pour b^z:-.— a. Si, au contraire, le nombre pre- 
mier fait partie de la classe (B) ou (C) lorsque a~-o, il fait partie, pour 
b^a et b=2— a, de la classe (C) ou (B). 

5® En général, les critères sont de la forme suivante : 

Si a est^=o, le nombre premier appartient à une classe déterminée. 

Si a n'est pas b=^ o, on a b-.=^ax^ et pour chaque valeur de x le nombre 
premier appartient à une classe déterminée, de sorte qu'on peut distribuer 
les valeurs de x en trois groupes, tels que 

pour b=:aoL^ le nombre premier appartienne à (A), 
» h^a^, » (B), 

)) b^i «y, » (C). 

Il faut encore ajouter le cas a^~o, qui correspond aussi à une classe* 
déterminée. 

Or, le nombre total des congruences qu'on trouve de cette manière est 

le-môme pour chacune des trois classes et = — ^ — ou = — ^ — 

6® Lorsque x (t\ y sont deux nombres satisfaisant a la congruencc 



X 



^ y^xy^o. 



et que x appartient aux a, y appartient également aux a. Mais si x=- fl ou 
0?=. Y, y appartient respectivement aux y ou aux p. 
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Si xy- Il cl que i appartienne aux a, on a 



/' 



pour J7 HZ a , j — a', 

» .r — (3', y =z y\ 



Si xy^^. ï et I =: p, on a 



pour .r = a, v = y. 



Si -r/^^ I el I = Y, on a 



» ûT ::- y\ 


J - a' 


L 

pour j* nz a, 


J ^ 


» .r :i, 


r-a, 


» ^ — y, 


y=:y'. 



34. Quant à la démonstration de ce qui vient d'être dit, la remarque 5'* 
est la seule qui demande quelques considérations nouvelles; tout le reste 
n'oflre, après ce qui précède, aucune difficulté. 

Je vais donc prouver, d'une manière générale, la vérité de cette re- 
marque 5*". Il faut pour cela distinguer les cas où le nombre premier est 
égal à Q ou à P ; commençons par le premier de ces cas, qui est de beaucoup 
le i)lus simple. 

35. Lorsque le nombre premier Q est de la forme 3/^ — i, et qu'il reste, 
par conséquent, premier aussi dans la théorie des nombres complexes de 
la forme a -h hp, on a, d'après la loi de réciprocité, 






Soit d'abord a^=o (mod Q); dans ce cas 

Q«-! 



»-^]=m=M- 



Mais 

est un multiple de 3, et 

Q'-' __ ((j-M)(Q~a) _ Q-M . 
3 3 ~" 3 ' 
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on a, par conséquent 

"y ^ 1 = 0*, 

d'où ressort Texactitude de ce qui a été dit au n*^ 33 (i")- 

Si a n'est pas divisible par Q, x est complètement déterminé par 

b^iiiax (mod Q), 
et 

r o__"| _ r^(i- h.gp) '] _ r^ xpi 

U-^^pJ~L Q J"L Q J' 

ce qui montre déjà que la classe à laquelle appartient Q dépend uniqu(î- 
ment de x; pour x on peut d'ailleurs avoir évidemment les nombres 

o, 1, 2, 3, . . . , Q — I. 
11 ne reste plus qu'à résoudre cette question : parmi les Q quantités 



[~e] 



j: =z o, I, 2, 3, ..., Q — I, 



combien y en a-t-il d'égales à i, combien d'égales à p, combien d'égales 
à p^? Nous considérons un système complet de nombres non divisibles par 
le module, système pour lequel on peut prendre les nombres 

a-f-3p, 3=^» '' ^' ^^ •••' Q— '» 

la combinaison a = o, ^ = o devant seule être omise. Si nous rapportons 
ces Q" — I nombres d'après leur caractère cubique à trois groupes (A), 
(B),(C) 

(A) 
(B) 
(C) 

chacun de ces groupes contient 

21- = ,g _ „ >, «±1 

nombres, quotité qui est donc un multiple de Q — i : et les nombres réels 
qui correspondent à ^ = o, savoir 

1 , 2 , O , . • . > V — 



a„ -h (3o p, 


. . . , 


a, 4- P,p, 


• • • » 


a2-+-;3,p, 


• • • r 
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appartiennent tous à (A), d'où il découle que lorsque a -h ^p fait partie 
d'une certaine classe, les nombres congrus à 

i(a + !3p), 2(a + (3p), ..., (Q-,)(a + Pp) 

font aussi partie de cette classe. Si a n'est pas égal à o, les nombres 

a, 2 a, 3 a, ..., (Q--0<^> 
pris dans un certain ordre, sont congrus, suivant le module Q, à 

Les nombres d'une classe, dont la partie réelle n'est pas égale à o, 
peuvent donc être divisés en groupes de Q — i nombres, dételle sorte que 
dans chaque groupe se trouve un nombre de la forme i -h xp, 

11 ressort de là que les quotités des nombres i -+- xpy qui rendent 

\f^^ =1, égal à p, et à p^, sont 



0-2 0-+-I Q-t-i 



3 ' 


3 ' 


3 


3 ' 


Q-2 
3 ' 


3 


+ ' 


Q + i 


0-a 



2 



lorsque \^ =i, 



et comme, en outre, nous avons trouvé ci-dessus que, pour 

a = G (mod Q), 

Q appartient aux classes (A), (B) ou (C) suivant que A est égal à i, 

à p ou à p^, l'énoncé 5** du n*^ 33 se trouve entièrement démontré pour le cas 
où le nombre premier est de la forme 3/i — i . 

36. Lorsque le nombre premier dont on veut reconnaître la présence 
dans les classes (A), (B), (C) est de la forme P = 3/? -+- 1, il s'agit de dé- 
terminer la valeur de 

P 



U-t-^pJ^ 



p n'étant pas un nombre premier dans la théorie complexe, on doit, avant 
de pouvoir appliquer la loi de réciprocité, décomposer P en ses facteurs 



CONTRIBUTION' A LA TIIKORIE DES RÉSIDrS CUBIUl'KS ET RIQUADRATIQUES. C.57 

premiers primaires 

Pz.:(A-hBp)(A4-Ho-), 
el ron a alors 

La -h ùp] [_a-h bp ] L ^-+- ^P J 

Donc : 

Pour az^o (mod V) 



[ffj^hjfpi _ Y __?___] r P 



^ i> -1 I'- 1 



' -p ' ; 



= p " =0 



Pour ax:^'i:b (mod P) 



r ^ "I _ri4-j-p] r i-f-.rp 1 
\_â^bp\-y^-^\\p\ LA4-«p^J 



Du premier résultat, pour «:— o, ressort la justesse de la seconde re- 
marque du n" 3S. 

Comme P est de la forme 3// -h i, la congruence 

a-3 E=i I ( mod P ) 

a trois racines dillérentes, i, /, g (où/Erzg^). 

Les deux valeurs — /, — g ne peuvent maintenant être égales à x dans la 
congruence 

car de b _- — a/ il résulterait 

a^ — oh -h b'~ a-(i -h/ -^P) ^ o ( mod P ), 

de sorte ([ue le nombre premier 

p ~ a-— ab -^ b^ 
serait divisible par P. 

D'après cela, les valeurs cpie x peut prendre sont 

sauf omission des nombres P —/et P — g. Leur nombre est donc P — 2, 
et il s'agit de reclierclier pour combien de ces P — 2 valeurs de x l'ex- 
pression 

fi -\- .rp 1 r 1 -h xp 1 
T'-i^itp] 1 r^By^J 

acquiert les valeurs i, p et p^. 

Fac. de T, — XI. C.8 
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Je fais remarquer encore que 



[1 p-t 



et que, pour a^o (mod P), on avait 



\_a-i-bp\ 



P 



Ainsi, lorsque p, pour le module A-l-Bp, appartient à la classe (A), (B) 
ou (C), il arrive simultanément que P, pour le module a-\-bp (ou, ce qui 
est la même chose, pour le module réel /?), appartient à la classe (A), (C) 
ou(B). 

37. Un nombre arbitraire a -f- ^p étant donné, on peut toujours trouver 
un autre nombre qui soit congru avec lui suivant le module A -h Bp et dont 
la partie réelle soit égale à i. 

La division d'un système complet de nombres non divisibles par le mo- 
dule, en trois classes, d'après leur caractère cubique, peut donc être repré- 
sentée de cette manière : 

(modA -h Bp), 

(A) a = . i-hflrp, a'r=i-h«'p, a"=:i-+-«'p, ..., 

(B) j3:^,4_^p, p/-_,_^.^.p^ j3.^,_^^/rp^ 

(C) y — i-4-cp, y'—i-{-c'p, /=:i4-c''p, ..., 

et comme, de 



il suit 



V-J 

(,4-^p)3 _pA:=(A-+-Bp)(C-+-Dp), 

P-J 

(, + ^pî)3 _p5A-3^(A4-Bp«)(C-hr)p*), 

la classification pour le module A -f- Bp^ peut simultanément être repré- 
sentée de cette manière : 

(modA-hBp«), 

(A) i-hrtp', iH-rt'pS i-ha^pS ..., 

(B) i-+-cpS i4-c'p«, i-hc'p^, ..., 

(C) i-H^pS i-+-^>% i-hMpS .... 

Les nombres a, />, c, a\ //, c', a\ b'\ c\ . . . forment, dans leur ensemble, 
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tous les nombres du groupe 

Oj ly 2y Oy «««y MT I } 

à rexceplion du seul nombre qui est :z^ — p^ (modA 4-Bp) et qui est 
congru suivant le module P avec un des nombres — /, — ^. Les cas où 
Ton a 

sont évidemment 

[- '-f- \ —i et simultanément 1 t ~t =1, 
A 4- BpJ LA -+- Bp*J 

l.A + BpJ ' I.A+Bp*J ^' 

I 4-^p 1 _ , r i-4->rp I 

À-hHpJ-^ I A-hBp^J"^' 

Or, -. p- est égal à 1 pour x = a, a\ a" ^ . . ., et pour qu'on ail en 

même temps -r — jv^ ~ ' ? ^^ '^'^"'^ donc que 1 -h ap soit congru suivant 

le module A-f-Hp' avec un des nombres i -h «p-, i-f-a'p^, ..., c'est- 
à-dire 

I -h ^/p 3^ I -h a'p* (modA 4- Bp-); 

récipro(|uement, si Ton a satisfait à cette congruence, on a 

r \±jiL 1 _ . r '-^^ ? 1 _. . 

L7\4-BpJ-*' LA-hBp^-'- 

Le nombre de fois où ce cas se présente est donc égal au nombre des so- 
lutions de la congruence ci-dessus, l'^n raisonnant d'une manière analogue 
pour les deux autres cas 



et 



LA4-BpJ ~'' LA-+-Bp«J ~' 



on trouve que le nombre de fois où 



[1 -+- .r p 1 r 1 4- ./p 1 
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devient égal à i, est représenté par la somme des nombres de solutions des 

congruences 

I -+- ^p == I -4- ^'p* (mod A -h l^p^), 

i-f- ^p = I 4- b'p^, 
I -f- cp == I -h c'p^. 

On reconnaîtra, de même, que le nombre des fois où Fexpression i)récé- 
dente devient égale à p et égale à p^ est exprimé, dans le premier cas, par 
la somme des nombres de solutions des congruences 

I -h />p = 1 4- «p* (mod A H- Bp*). 
I -f- cp = I -h ^p', 

I -h rtp = I -1- cp*, 

et, dans le second cas, par la somme des nombres de solutions des con- 
gruences 

I -H cp = I 4- «p* (mod A -h Bp*), 

I H- flrp ^i -H 6p', 

1 -h />p = 1 4- cp*. 

Pour pouvoir appliquer directement les développements des n*^* 25-28, il 
est un peu plus facile de considérer seulement des congruences suivant le 
module A -f- Bp, de sorte cjue, remplaçant partout dans les formules précé- 
dentes p par p***, ot désignant par /, w, l' les nombres de fois que 



1 A4-BpJ ^ LA4-Bp«J 



est respectivement égal à i, à p et à p^, nous écrirons : / égale la somme 
des nombres de solutions de 

1 4- ap'= I 4- a'p (mod A 4- Bp), 

I 4- Op-=i I 4- ^'p, 

I 4- rp"E= I 4- c-'p, 

// égale la somme des nombres de solutions d<» 

I 4- ^û'~ I 4- ap (mod A 4- Bo), 

14- C0^== I 4- />0, 
i -h ap^Eri 1 -h cp^ 

r égale la somme des nombres de solutions de 

I 4- cp*= I 4- ap (mod A ^ Bp), 
I 4- rtp*^" I 4- bpy 
I -H />o'— I -f- co. 
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38. A ce sujet, il convient encore de remarquer ce qui suit. Parmi les 
nombres a, 6, c, a', 6', c\ . . ., ne se trouve pas Tun des deux nombres —/, 
— g. Supposons que ce soit — /, de sorte que — g s'y trouve. II n'en est 
alors pas moins évident que cette valeur — ^ ne peut se présenter nulle 
part dans l'une des congruences ci-dessus; car, de i -f- ap'^E^i -h a'p ou 
ap*^ a! ^^ par exemple, il suivrait, pour a = — g^ a!^EE,a^^ — p^^nz: — / 
[puisque/ = p^ et^ = p (mod A -h Bp)]; or, la valeur a'^—/ ne se pré- 
sente pas. Comme, parmi les valeurs à prendre pour x, ne se trouvaient 
ni — y, ni — g^ il en ressort avec évidence que les expressions ci-dessus 
données pour /, u et r sont réellement exactes, lorsque les nombres a, o', 
6, h\ c, c', qui entrent dans les congruences, sont choisis de toutes les ma- 
nières possibles dans les groupes a, a', a", . . ., i, i', h'\ . . ., c, c', c\ 

En introduisant, au lieu de a, ^, ... , les nombres a = i -f- ap, p = n- />p, . . . , 
on trouve, par exemple, que 

rtp*=flr'p se transforme en p(a — i) = a' — i, 

OU 



./ 



a — pa =r I — p 



^ 



et, en agissant de même avec les autres congruences, on obtient les con- 
clusions suivantes : t égale la somme des nombres de solutions de 

a' — pa ~ I — p ( mod A -h B p ), 

;i'-pfi = i-p, 

u égale la somme des nombres de solutions de 

OL — pi3 -- I — p ( mod A 4- B p ) ; 

y — pa-szi — p; 

ç égale la somme des nombres de solutions de 

a — py .^ I — p ( mod A -h B p ), 

j3 — pa -- I — p, 

y ~ p? - I - p- 

Dans le premier membre de ces congruences le signe — peut partout 
être remplacé par -h, puisque deux nombres X et — A appartiennent tou- 
jours à la même classe. Ce remplacement étant effectué, et toutes les con- 
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gruenccs étant, en outre, multipliées par le nombre entier 



P-i 



3n 



I — 



P ^-P 



= n{i-pn. 



alors : / égale la somme des nombres de solutions de 

a'4- pa 4- 1 = o (mod A 4- Bp), 
(3'-hp?-f-i = o, 

u égale la somme des nombres de solutions de 



a -h p(3 4- I = o 
(3 -+- py 4- I ^ o, 
y -f- pa -h I ^ o; 



(mod A H- Bp), 



ç égale la somme des nombres de solutions de 

a-hpy -f-i = o (modA-t-Bp), 

P 4- pa -+- I = o, 
y 4-p(3 4- I = o. 

On arrive à ce résultat dans chacune des trois suppositions qui peuvent 
être faites, à savoir : que /i(i — p*) fait partie de la classe (A), (B) ou (C). 
Cela tient évidemment à ce que les groupes de trois congruonces, qui 
viennent d'être trouvés, sont tels qu'ils n'éprouvent aucun changement 
par une permutation cyclique de a, p, y. 

Il y a maintenant trois cas à distinguer : 

I. p appartient à (A), ou 

Dans ce cas, on a 

p|3 = (3% py = y". 



ÙOL =: a 



et, par conséquent, /, w, p sont les sommes des nombres de solutions des 
congruences suivantes : 



a 



7^- 



t. 


u. 


V. 


a'4- I — o 


«4- (5 4-1 — O 


a 4- y 4- I — ^ o 


|3'4-i-o 


(3 4-y 4- I --0 


fi 4- a 4-1 — o 


y'4- 1 — o 


y 4- a 4- 1 ^- o 


y -+- 3 4-1 — o 



ou, d'après le n° 25, si les résultats trouvés à cet endroit pour le nombre 
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premier a-hbp sont transportés au module A-f-Bp avec la norme 3/i -f- 1, 

i =: h -^ k -h J ^= n — I , 
u z= J -h l -i- k=zn, 
v^=z k -^ J -^ l z=in. 

D'après le n® 36, on a dans ce cas, pour a 1=^0, 



Lan- bp \ 



II. p appartient k (B), ou 



[â+¥^]=p- 



/, 1/, i'' sont alors les sommes des nombres de solutions des congruences 
suivantes : 



a-4- 


P-f-I 


i~ 





P 


4- 


y-hi 


— 





7 


-+-«-+-! 


— 






ti. 



a -h y H- I ^^ o 

(3 4- a 4- 1 = o 
y 4- (3 -h 1 = o 



i*. 



a 4- a' 


4-1 


■-= 


;3 


4-13' 


4- I 


z^ 


7 


-^/ 


4- I 


3: 



ou bien 



U ZIZ Hy 

V =: n — I . 



D'a|)rès le n" 36, on a dans ce cas, pour a^^o 



[7n^]=p''- 



III. p appartient à c, ou 



[âT-b-p] - P*- 



/, a, ç sont alors les sommes des nombres de solutions de 



7 



-)- y-h 1^ 



a + I 



O 

o 
o 



//. 



a 

7 



a' 
7' 



O 

o 
o 



\\ 



«4- 


;^ 


4-1 







? 


4- 


7 


4- 1 


zzzz 





7 


4- a 4- I 


rr^ 
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OU bien 



u^=.n — I , 



D'après le n" 36, on a dans ce cas, pour <2 e^ o 






Par là se trouve démontré tout ce qui a été dit au n® 33 concernant la 
forme générale des caractères qui permettent de reconnaître à laquelle des 
trois classes appartient un nombre premier donné. 

39. Quant aux autres énoncés du n^ 33, il suffira de remarquer que ce 
qui a été dit dans la remarque G*^ résulte immédiatement des formules 



et 



L Q JL Q ^"L Q J 

r i-f-^ pi r '-f--rp 1 r » -njpi r_L±z£.l 

LA-hBpJ La^-B?M [A-f-BpJ [A-hBp'J 

_ r 1 — xy -\ -{x-\ - y — xr)p ] r t — xy -\- (x 4- .y — xy)o '\ 
-y A + Bp JL A4-Bp* J' 

De la remarque que, pour h^^ia^ le nombre premier (2, 5, 7, 11, . . .) 
appartient toujours à la classe (A), on peut encore déduire une consé- 
quence (ju'il parait utile de noter ici. Puisque, à cause de 

3 ne fait/?<25 partie des facteurs premiers de 'la — h^ il s'ensuit que tous les 
facteurs |)remiers de 2a — Z^ sont des résidus cubiques de/?, et, par consé- 
(juent, *ia — h lui-même est résidu cubique de p. 

40. A ce même résultat conduit aussi la considération suivante, de tout 
autre nature. 

Soit ^ = 3/^ -t- I et supposons que z parcoure un système complet de 
nomlires incongrus, non divisibles par le module a -f- ép; de l'équation 



1 . 2 . . . . /i 



il suit alors 



V/ 1 x»« 2/1(2/1 l). . .(/I -+- l) , , , . 

2(5» -^1)*"=— 2 î^ ^ ^ (mod a-h6p). 
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Mais, d'un autre côté, les nombres z', ... forment tous des résidus 
cubiques de a -f- 6p, chaque résidu étant écrit trois fois, et parmi les 
nombres z*-+- i il y en a donc 3 A qui appartiennent à la classe (A), 3y à 
(B), 3k k (C); par conséquent, on a aussi 

2(5»-H i)«'»= 3A 4- 3 Arp 4- Syp» (mod a -+- 6p), 

ou, d'après les valeurs du n° 28, 

2(5*4- i)"»= a — ft — a — bp. 

Il en résulte 

^ ^ ^ = a — If — bp = 2a — b (mod a -+■ bp), 

de sorte qu'on a aussi 

ia — b^ ^ ^ ^ (mod/? = 3 Al -h i), 

congruence remarquable, donnée pour la première fois par Jacobi, dans le 
Journal de Crelle, t. II, et dont la démonstration est ordinairement dé- 
duite de formules employées dans la théorie de la division du cercle. 
En écrivant cette congruence sous la forme 

(i.2.3.../i)*(2a — ft) = — i.2.3...(2/i) (mod/>), 

et en observant que 

2/1-1- I ^ — Al, 
2/14-2^ — (ai — l), 
2/14-3^ — ( Al — 2 ), 



3 AI ^ — I , 

que n est pair et 1.2. 3. . .(3/i)^ — 1, on obtient 

(1.2.3 /i)5(2a — ^) = i (mod/?), 

d'où il ressort immédiatement que 2a — 6 est résidu cubique de />, ainsi 
que nous l'avions déjà trouvé ci-dessus, par une voie toute différente. Cette 
première démonstration nous avait appris, en outre, que tous les diviseurs 
de 2a — b sont des résidus cubiques. 



Fac. de T. — XI. C.Q 



/ 



SUR 



LA DÉCOMPOSITION EN CARRÉS 



DES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME 3/^^- i, 



PAR T. J. STIELTJES (*). 



Tout nombre premier p de la forme 3// -j- i peut être représenté par la 
somme d'un carré et de trois fois un autre carré 

( I ) /? =r ce -h 3 dd. 

Le quadruple d'un tel nombre premier peut, de plus, être représenté de 
la manière suivante : 

(2) ^p — W-^-ijl^M. 

Chacune de ces décompositions n'est possible que d'une seule façon. 
Tout cela se déduit facilement de la théorie générale des formes quadra- 
tiques. 

Dans le Mémoire : De residuis cubicis commenlaiio numerosa^ inséré 
au Tome 2 du Journal de Crelle, Jacobi a indiqué, sans démonstration, 
que la valeur de A dans la relation (2) est égale au reste qu'on obtient en 
divisant le nombre entier 

( /i -f- I ) ( // -h Cî) ( /l -f- 3 ) . . . 2 /t 

par/? et choisissant le reste compris entre —^p et 4-^/>. A cela s'ajoute 
encore la circonstance remarquable que A-f- r, après ce choix de A, est 
toujours divisible par 3. 



(ï) Traduction du travail suivant : Over de cjuadratische ontbinding van prienige- 
tallen van den vorni 3/i -h 1 {Verslagen en Mededeelingen der KoninkHJke Akademie 
van Wetenschappen te Amsterdam, 7.^ série, t. X!X, p. io5-iii; i884). 
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Pour les premiers nombres premiers, on obtient par exemple 



P— 1^ 


n 2, 


A" - I, 


28 — 


I- H- 27.1% 


p — i3, 


n — 4, 


A -H- 5, 


52- 


5' 4-27.1% 


P~ »9» 


n 6, 


A -- 7, 


76- 


7*-f-27.i*, 


P ■^►i, 


n 10, 


A - 4, 


124 


4* 4- 27.2*, 


P- 37, 


« 12, 


A - -h II, 


i48 — 


II- -+- 27. I*, 


P 43, 


/i i4, 


A---+- 8, 


172- 


8*4-27.2% 


P 61, 


w 20, 


A^-.- I, 


244 


I* -h 27.3-. 



La démonstration de cette proposition, qui est étroitement liée aux pro- 
priétés de l'équation algébrique dont dépend la division de la circonférence 
en p parties égales, peut être trouvée dans le Mémoire sur la Théorie des 
nombres de Cauchy (^Mémoires de V Académie des Sciences, t. XVII, 
i8/jo) et chez Lebesgue dans le Journal de Liouville, t. II, p. 279. Pour 
d'autres détails complémentaires, on pourra consulter : Bachm.vnn, Die 
Lehre von der Kreistheilungy p. i44- 

Ce théorème de Jacobi est aussi démontré d'une autre manière dans le 
n° 40 ( ' ) du Mémoire Contribution à la Théorie des résidus cubiques et 
biquadratiques. Comme addition aux développements qui s'y trouvent, 
je me propose ici de déduire du théorème de Jacobi une détermination 
directe de la racine c du carré ce figurant dans la relation (i) ; il en résul- 
tera que c est le reste, compris entre — ;}/> et -f-^/?, qu'on obtient dans la 
division du nombre entier 

^_, ( /^ 4- 1 ) {n 4- 2)... 2/1 
I . 2 . 3 . . . /i 

par />, et, en outre, que c — 1 est divisible par 3. Par exemple 



P- 7» 


n— 2, 


c - — 


2, 


7 2« 4- 


3.1% 


P— i3, 


nz^ 4, 


r ~ 4- 


I. 


i3— i'4- 


3.2% 


/>— »9> 


// 6, 


c 4- 


4, 


19 4^ + 


3.1% 


p «:»i. 


n 10, 


c=^ — 


2, 


3i — 2*4- 


3.3% 


p — 37, 


n 12, 


c — — 


5, 


37— 5*4- 


3.2». 



Soit alors, comme dans le Mémoire cité, p une racine cubique primitive 
de l'unité, a -h bp un facteur primaire de p: ainsi 



( • ) Voir Tome XI de ce Recueil, page C.65. 
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a -h i et b sont tous deux divisibles par 3; soit, de plus, / une des deux 
racines de la congruence 

I 4- a: 4- ^* = o (mod/>), 

/ étant choisi de telle manière que a -f- h/ soit divisible par p. 
D'après le théorème de Jacobi cité plus haut, on a 

(3) la — b^^- — := (moa/>), 

1 . 2 . . . . /^ 

et, de plus, il résulte du critérium relatif au caractère cubique de 2 que 

2" = ! (modp) lorsque ^ est pair, 
2'» = / (mod/>) lorsque a est pair, 
2" =/* (mod/?) lorsque a et b sont tous deux impairs. 

Ces trois cas doivent être traités maintenant séparément. 



Dans ce cas, de 
nous déduisons 



l. — b pair. 

p =2a' — a6 -h ^*, 
^p = {2a — by-[-3b\ 



Dans la relation (i), on peut donc prendre 



=-(-0 



Il résulte alors de la relation (3) 

1 (n-h i) (n -\- 2). . ,2n , . . 
c = - ^ ^—5 ( mod /?), 

2 1 . 2 . 3 . . . /i '^ 

OU bien, puisque dans ce cas on a 2"^ i , 

(4«) c = 2'»->^ -^^-^ (modo). 

^ ' 1 . 2 . 3 . . . /i 

De a ^2, 6^0 (mod 3), il résulte de plus 
(5*») c~i (mod 3). 
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II. — a pair. 
Dans ce c«is, au lieu de 

p =z a^ — ab -\- ^*, 

nous écrirons 

l6pz=:(2a -4^)*-h3(2fl)* 

ou 



=(-:-')'-a)'^ 



(le sorte que nous pouvons prendre, dans la relation (i), 

cm b, 

a 
Maintenant, on a 

(<>) {a-^bf){\ -\'2f) = a — ib-\-{2a — b)f^ — a—b — (:xa — b)f^ (mod /?) 

et 

a -^ bf^o ( mod /?), 
donc 

a — 2b ^ — /(2« — b); 

de sorte que, de la relation (3), résulte 

I j, (n-h i) (n-^ 7.). . .2n 
i .2.6. . . n 

ou bien, puisqu'on a maintenant y^ 2", 

/ / A V „ , (/f -h i) (n -^ 2). . .2n , , , 

De a ^^2, />E=réo (mod 3), résulte de plus 
(T/) csi (mod 3). 

III. — a e/ Z^ impairs. 
Dans ce dernier cas, on remarque que Ton a 

i6p = {2a -h 2by-\-^{2a — 2by 



OU 



a -4- /A* 



o 



(^')' 
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de sorte que l'on peut prendre 

a -\- h 

2 

De la relation (G) résulte maintenant 

a -h b = — /*(3rt — b); 

donc, la relation (3) donne 

a-\-b=p- -^—^ (mod/?). 

Comme on a, dans ce cas, 2"^/^, il vient 

(40 c = 2'»-'^^ ^^ ^- (mod/?), 

tandis qu'on voit facilement que 

(50 ^=1 (mod 3). 

Des relations (4^), (4*), (4^), (S**), (5*), (5^), il résulte maintenant 
qu'on a, dans tous les cas, 

(4) c^a- ,„.3. .,, (mod,,). 

(5) c = I (mod 3), 

ce qui donne alors le théorème énoncé ci-dessus. 

On peut encore donner à la congruence (4) une autre forme; n étant 
pair, on écrira 2m à la place de n\ alors il vient 

£ . 2 . 3 . . . 2 /?l 

Maintenant, on a les relations 

2/n-hi^ — (\my 2/?i-i-3^ — (^''i — 2), 2/w -h 5 ^ — (4'^' — 4)> 

à l'aide desquelles on trouve 

« r ( 2 //« H- 2 ) ( 2 /w -h 4 ) • . . 4 'w 1^ 

i .2.0. . . im 



• • • 



OU, après une petite transformation. 



= (_ i)'n 2^/1-1 ^ L^ i 

i .2.6 ... m 
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Mainl(*n«inl, on a, do plus, 

p^ — I 9 m* H- 3 m 

VAX rohanchaiit de cet exposant le nombre pair » on peut écrire 

d'une façon plus simple 

m ' — tu 
2^'" = ( — I ) * , 

(*t, comme conclusion, 

(7) <'"(-0 * 2'"-^^ o mod(f?=:()//î 4-1) . 

1 .2.3. . .m 

Cette dernière congruence déterminant c est donnée, sans démonstra- 
tion et sans la définition plus précise, obtenue ici, du signe de c, par 
Oltramare dans le Tome LXWVII des Comptes rendus de V Académie 
des Sciences, p. 735, en même temps que d'autres du même genre. 



ÉTUDE 



SLR LES 



ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 



A UNE ou A PLUSIEURS VARIABLES, 



PAR M. Léopold LEAU, 

Ancien élève de l'Ecole Normale supérieure, 
Professeur agrégé au Lycée de Rennes. 



INTRODUCTION. 

Les équations fonctionnelles ordinaires sont des relations d'égalité 
entre les variables indépendantes, certaines fonctions inconnues et les va- 
leurs qu'elles acquièrent lorsqu'on effectue, sur les variables qu'elles con- 
tiennent, des substitutions données. On sait que ces équations ont fait 
l'objet de travaux nombreux et extrêmement importants quand les fonc- 
tions de substitution sont d'une nature très simple. Elles ont été encore 
assez peu étudiées lorsqu'on laisse aux substitutions une forme plus géné- 
rale. 

Le problème le moins complexe qu'on peut se proposer, le problème 
d'Abel (*), consiste dans la recberche d'une fonction f{z) satisfaisante 
l'équation 

la fonction '^{z) et la constante a étant données. 

Etudié sous des formes diverses par plusieurs géomètres (^), il a été ré- 



(•) Œuvres complètes, l. Il, p. 36. 

(*) SciiROUKR, Math. Annalen, i. Band; 1870, el 3. Band; 1871. — Rausenbergeh, Suite 
de Mémoires, parus en 1881 el 1887, dans les Math. Annalen. — KonKiNK, Bulletin des 
Sciences mathématiques; 1882. — F\i\K\Sf Journal de Mathématiques; 1884. 
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E/4 

que Ton ait 



= 



I — a 



— a 
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— a\ 


— «i. 


i — a\ 


-< 


■ ••••• ••■ 





— a 



m 



I — a 



m 
m 



=1 O. 



Supposons cette condition réalisée ; il y a pour les w(o) une ou plusieurs 
solutions, déterminées à un facteur constant près; faisons choix arbitraire- 
ment de l'une d'elles. 

Dérivons y fois par rapport à z les équations (i). Si l'on observe que 



~i 



z' ~" dz\ \ciz ) ' 



P ne contenant que des dérivées d'ordre inférieur à ^ de uj , et les contenant 
linéairement, on voit que l'on obtient des relations linéaires et homogènes 
entre les fonctions W/, uj et leurs dérivées jusqu'à l'ordre y. 

En remarquant que (-777) = i-;jZT) ' ^^ constate que les (^ j se- 
ront déterminés, et d'une manière unique, en supposant les dérivées 
d'ordre moindre calculées, si l'on a 



1)/ = 



i-a\h{ —a\h{ ... —ajji{ ' 



-<A> 



' " m '* 1 



^ O. 



Nous supposerons cette hypothèse réalisée pour toutes les valeurs 
entières et positives de j. S'il existe des solutions holomorphes du sys- 
tème (i), elles sont formées nécessairement de fonctions non toutes nulles 
à l'origine et admettant les développements dont le calcul vient d'être in- 
diqué. Il reste à établir la convergence des séries obtenues et à montrer 
que les fonctions ainsi définies satisfont aux équations fonctionnelles. 

2. Premier emploi d!un système majorant, — Nous comparerons, 
dans ce but, le système considéré au système auxiliaire suivant 



(2) 



ou 



i'.rzVBjr;, 



b;- 



i-r) 



*(-) = 



hz 



m 



I 

r 



et (^; zz:(v[^(-)]; 
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/ et h sont des nombres positifs, ce dernier inférieur à i et supérieur 
îi \h,\. 

Les r étant des fonctions inconnues de ::, on satisfait à (2) en prenant 



('1 — i'j — ... — -■ i',„ -■— v \Z) — 



I — 



/•(I--/I) 



Les V sont développables en série dans un cercle de rayon r(i — h). 
D'ailleurs, on peut calculer leurs coefficients par le procédé indiqué plus 
haut : nous allons comparer les développements relatifs aux systèmes (1) 

Quelques calculs préliminaires sont indispensables : 

Soit X, le maximum de z^ dans un ct^rcle de rayon U, on aura 



( 






liz'f 



> 




sii;/-^-'<AU^-'. 

On satisfera à cette inégalité en prenant r inférieur au plus petit des 

deux nombres R, -^- Par exemple, si R est le rayon d'un cercle tel que 

dz . , , . . 

-^ reste à son intérieur inférieur à i en module, on aura ÎI <[ R5 et il 

dz 

suffira de prendre r plus petit que R et (|ue h. 

Soit maintenant (BJ)o = />J et Ay le déterminant analogue à Dy. On a 
Ay= I — fi/. Il résulte d'abord de la qu'on se trouve, avec le système (a), 
dans les conditions imposées au système (i). 

Enfin, soit M le module maximum des AJ dans un cercle de rayon p. On 
aura 



dz'/ 






si /• = ?. Nous supposerons donc /• au plus égal au plus petit des trois nom- 
bres R, — > p. 

Cela posé, désignons par C/ Tensemble des termes de la /"'*"* équation 
du système (i) dérivée y fois, qui ne contiennent pas de dérivée y**^"** des 
fonctions Uj et ;//, par c^ le résultat dans C/ de la substitution de o à z. 
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(3) 
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dJu,' 
dzJ ^ 


) > par exemple, sera 

/o 






c{ — a\ h\ 


-<h{ 




c{ i — ci\h{ 


-«,JA{ 




C^ 1 
^ m ' 


-<'<{ 



D 



En employant une notation analogue pour le système auxiliaire, on a 



(4) 



\ d-J A ~ 



'i\ 



— b\ hJ 



y{ I - b\ hi 



I m 



-blJiJ 



i-bZhJ 



Désignons par e{ et e^ les coefficients respectifs de c{ et de yji aux numé- 
rateurs des expressions (3) et (4). On a 



z{^i 



m — I 
m 



h^> 



£* = — 



Quand j croît indéfiniment, Dy tend vers i . Ce déterminant a, pour les 
valeurs entières et positives de y , un minimum a en valeur absolue ; et l'on a 

Dy|>a>aAy. 



e{ 



4 



Dans les mêmes conditions, e{ et £•( tendent vers i , et le rapport -; 
(pour/L]>i) tend vers o. Donc il existe un nombre p tel que Ton ait 
<C P quels que soient y et A*. A chaque u correspond un pareil nombre 
p auquel on peut substituer le plus grand d'entre eux. 

Observons enfin que les ( -77/ ) se présentent sous la forme d'une somme 

de produits de deux facteurs positifs, divisée par un nombre également 
positif. 

Soit Q le plus grand des nombres ^ et Mm. Les valeurs de ( ^ ] et de 
( -^ I sont de la forme ^, ^* . On a, d'une part, 

\dzj^ Vi V, ^ ' 

|vil>av;, 
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et, d'autre part, 



puisque 



Donc 



If^iKQ'Fi» 



|c|<Qly| et \e\<QB. 



f^i 






Si Ton passe aux dérivées secondes, il figurera dans les c des produits de 
dérivées des u par les A ou leurs dérivées; on aura, par suite. 



dz*' 



< 






et généralement 



diiif 
dz'T 



La série 






a ses termes respectivement plus petits en module que ceux de 



z (dv\ 0» _s«_ (dyv_ 
' I \dz) Q Cf. 1.2 \dz^ 



a' 



Cette seconde série est convergente dans le cercle de rayon ^/ ^ ; il 



Q' 



en est donc de même des séries en u ('). 



3. Comme dans toutes les questions semblables, on démontre que les 
fonctions u satisfont au système (i), en remarquant que les expressions 
obtenues en substituant ces fonctions aux fonctions inconnues, et en faisant 
passer tous les termes dans un même membre, sont nulles à l'origine, ainsi 
que leurs dérivées de tous les ordres. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Si le système (i) est tel que Dq = o et Dy^o pour 
toutes les valeurs positives et entières, il admet une solution holomorphe 
et non nulle en x. Elle est formée de fonctions dépendant, d^une ma- 



( *) Ce calcul est la généralisation d'un calcul effectué dans un but analogue par M. Grévy, 
dans son Mémoire déjà cité. 
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nière homogène y d'un nombre de paramètres arbitraires égal à V ordre 
du premier mineur de D© qui est différent de o. 

4. Étude d'une équation particulière. — Avant d'aborder un type 
plus général d'équations, nous allons étudier une équation particulière qui 
nous servira ensuite d'équation de comparaison. 

Soit 






»'l 



r r' 

i'( j) désigne une fonction inconnue; on a posé 



*(^) = --^ et r,(c) rrz r[^(^)]; 






I 



X, r, /•' et h sont des nombres positifs; ce dernier plus petit que i. De 

plus, ^7^1. 

Nous allons voir qu'il existe une solution liolomorphe s'annulant à Tori- 
gine. Il est, d'ailleurs, évident qu'il ne peut y en avoir qu'une. 
Cherchons s'il existe une équation de la forme 

(<>) /o(^)»''(^)-+-Vi(0»'(^)-+-/*(^)==o, 

à coeflicients holomorphes, délinissant une solution de (5). 

En remplaçant, dans (G), ^'{z) par son expression en fonction de i-, 
tirée de (5), on a 



r"- 



-H 9. • '- h 



/ r, 



...' 



/.(--)>.(p-^,)--/.(--)(.-^)^.j.-[*i 



+ /o( = ) ^ + V.(--)^;. (> - 7.) +/.( = ) (' - 7')- o- 



l'écrivons <juc colle é(|uali()n est idenliquc à la suivanlc 

(•>)" /„(*)••-(*)-+- 2/,(<l«).-(a»)-t-/,(*;.--o. 
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On en déduit le système 



/o>« 2/,X ^ /, 



,.'1 p'2 ' fii 



= ^(^)/.(*). 



(7) !^'+/.^|p-^|-/'('-7)p=^(^)/«(*)' 

g{z) étant une fonction inconnue. 

On peut résoudre ce système par rapport à/^, /| et /j. Soit 8 la valeur 
du déterminant relatif à ces inconnues pour -3 = 0, et afle mineur corres- 
pondant au coefficient de/, dans la A*^"* équation. On a 

^A -A j2A j^ s'' j 



r' V ,..* . ^o . p- 



Les autres a sont nuls. 

Dy ayant la même signification que dans les cas précédents, on trouve 

De là, si l'on veut pouvoir appliquer le théorème I, trois valeurs possi- 
blés pour ^(o) : -4-,> -7 et i. Avec la première, l'équation (6) correspon- 
dante fournit pour <^(o) deux racines nulles; avec la dernière, deux racines 

infinies. La seconde, au contraire, p> donne deux racines distinctes, o 

et r' — X. 

Prenons donc pour g{z) une fonction holomorphe arbitraire se réduisant 

à —, pour >3 = o. Le système (7) admettra une solution unique définie à 

un facteur constant près. L'équation (G) aura comme racines deux fonc- 
tions distinctes holomorphes à l'origine. La substitution (5), effectuée sur 
elles, les reproduit, et elle ne les transforme pas l'une dans l'autre, puisque 
Tune seule d'entre elles s'annule à l'origine. Par suite, chacune de ces deux 
fonctions vérifie l'équation (5). Donc : 

Fac. de T. — XI. E.2 
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Théorème II. — Dans les conditions énoncées plus hautyV équation 



hz 



1 



r(.-) = 



r r' 



hz 



z \ r 



r r' 



admet une solution holomorphe et une seule s'annulant à Vorigine. 

Remarque. — L'indétermination trouvée pour «^ (s) est naturelle, car 
les coefficients de l'équation (6) ne sont évidemment déterminés qu'à une 
fonction prés. 

5. Cas général. — Nous n'avons considéré jusqu'ici que quelques types 
préliminaires d'équations qui ne contenaient que des fonctions dépendant 
d'un seul argument. Nous allons maintenant utiliser les résultats acquis 
pour étudier des équations beaucoup plus générales où figurent des fonc- 
tions d'un nombre quelconque de variables. 

Soient les substitutions 

OÙ les fonctions ç,y sont des fonctions données, holomorphes, des variables 
indépendaiites or, , o^j, . . ., x» au point a, , aj, . . ., a^ et qui se réduisent res- 
pectivement à a,,ajj, ...,«„ en ce point. Nous désignerons généralement 
par z^-f'^ le résultat de la substitution de x'/^, . . ., a?J/' à a;,, . . ., a?^ dans une 
fonction z quelconque de x, , x^, . . ., x^. 

Soit, d'autre part, le système de m équations 

que nous écrirons symboliquement 



(8) 



//,= r^iixs, uf^) K =1,2, ...,mj, 



OÙ les u sont des fonctions inconnues de X| , x^, . . ., ^i^; les ^/ des fonctions 
données, holomorphes, des variables x^^x^^ .. .^x,^^ des quantités wj*' au 
voisinage du point 
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pour lequel on a les égalités 

On peut chercher à calculer par différentialion des équations (8) les dé- 
rivées des fonctions inconnues, au point a, c'est-à-dire pour les valeurs a^, 
«27 • • M ^rt des variables. 

Soit Da le déterminant, défini au signe près, des inconnues lorsqu'on veut 
déterminer de cette manière les dérivées d'ordre a, celles des ordres précé- 
dents étant supposées connues. 

Nous établirons le théorème fondamental dont voici l'énoncé : 

Théorème III. — Si Ton a pris pour les dérivées des w, jusqu!à V ordre r 
inclusivement^ un système de valeurs S vérifiant les équations dérivées^ 
et si Da est différent de o pour toutes les valeurs de a supérieures à r, 
il existe au point a une solution holomorphe et une seule des équa- 
tions (8), formée de fonctions u^ qui se réduisent en ce point aux quan- 
tités bi et dont les dérivées prennent en ce point les valeurs du système S, 
dès que l'une ou l'autre des conditions suivantes se trouve réalisée. 

Première condition. — On a 



dxk 



I 
< - 



pour toutes les valeurs de 5, j et k. 
Deuxième condition. — On a 



et 



dxs 






lorsque k^s. 

6. Comme dans le cas d'une variable, on peut supposer, sans nuire à la 
généralité, que les a et les b sont nuls. C'est ce qu'on fera désormais. 

Nous allons nous placer dans l'hypothèse où la première condition est 
réalisée. 

Toutes les dérivées des u étant supposées connues à l'origine jusqu'à 
l'ordre a — i, prenons les dérivées des équations (8) jusqu'à l'ordre a. 
Posons 

^^i\ — ^ fàXrk\ _ , 

-:— r I — a/eii, [ ._ I — flrsk» 



(dSj\ __ 



\ àxs / 
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Nous aurons, en remplaçant les variables par o, 



y, 4-...4-X, = Pi 

Les G| sont des sommes de termes constitues chacun par un produit de 
facteurs de la nature suivante : dérivées de ^/ par rapport aux x, aux W/^, 
aux X et aux w^^tî dérivées des «Mpar rapport auxa;^^ avec un ordre de déri- 
vation inférieur à a; enfin, dérivées des ç par rapport aux x. Ces termes 
sont connus. 

Le coefficient de [ -r^-^ j > mis en évidence, s'obtient en retenant du déve- 

loppement de -r— r -^^-^ les termes contenant les dérivées d'ordre a. Or, 

— i — r— 1 — i 3-^ — -3-ï- est le coefficient de dx^\ . . dx^" dans le développe- 
ment de d^Ui^. D'ailleurs 



''""'*" (Sft''-^'*'^- • -^ ë^/''"*)"' 



les termes non écrits ne contenant que des dérivées des «« d'ordre inférieur 
à a. 

Le coefficient de -—s — ^ est alors 



rf^?v . . . dx^ 



P,!...(3„! '*•■»*• 

Désignons par &«,«„...,«„; p„-.p»;* ^^ coefficient de c^"' . . .rfar"" dansle produit 
(/i,,t rfx, + . . . + /»,„;t rfj;„)Pi . . .(/i„,*rfa?, + . . . + A„„* rfj;„ )P., 
ctparc« ,,.p p,.* celui de 
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dans réquation (9); on a 



^1 ! . • . Of,n ' 



^a,, ...,«#.; Pi. •••.?!»;*-" q~Î g~i ^«t. •••.«»•; ?!»•••. ?«;*• 

Si l'on remarque que ^Jl""^^. est égal à ^^P^, à l'origine, et 

si l'on désigne par <,....«„;p. p„;/;/ le coefficient de ( ^^p."^""^^!. ); dans 

l'équation (9), on voit que 

Par suite, l'équation considérée devient 

Nous allons adopter un certain ordre dans la manière d'écrire les équa- 
tions dérivées, et les dérivées dans chacune de ces équations. Nous mettrons 
d'abord les dérivées de W|, puis celles de u^, etc., jusqu'à w^; lorsqu'il 
s'agira de dérivées d'une même fonction, par exemple de 



âa-^^ âa^i* âx^* . . . dx^" ^^a. ^^j, ^^5; . . . ^^«^ 

la première sera celle où a^ >► ol[. 

Cela posé, j'appelle Da le déterminant des inconnues dans les équations 
d'ordre a. 

Il est indispensable d'étudier D» et ses mineurs. 

7. Le déterminantD„, — Le deerré uia de Dq. est — — -^-^ -- 

^ ^ 1 .2. . .« 

Tous ses éléments peuvent être considérés comme formés d'une somme de 

deux termes dont le premier est, soit i, s'il y figure explicitement, soit o. 

Développons alors Da en une somme de déterminants, en prenant dans 

chaque colonne, soit la première partie, soit la seconde. Si l'on choisit 

d'abord i dans toutes Iqs colonnes, on a un déterminant égal à i . Cherchons 

une limite supérieure de la somme des modules de tous les autres. 

Soit A' un nombre positif au moins égal aux modules des h^s/il on a 

I ^«„ot, a„; p,,....P»;* I -— i I „ I '* • 

^1 1 ... 1 ^fi I 
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Soit aussi 
pour toutes les valeurs de / et de «; il vient 

I , I Mocl , ,gj 

I "a„...,a„;P, P» ; / 1 "^"^ ô~~j Ta""! * 

Si l'on suppose nh' = h"<Ci^ il existera (*) ^" nombre fixe positif M< 
tel que l'expression précédente soit constamment inférieure à M, A'**; nous 
obtenons ainsi une limite supérieure du module des éléments des détermi- 
nants envisagés. 

Kn prenant l'unité dansy colonnes, on a C^^ déterminants (Q désignant 
le nombre des combinaisons complètes de r objets s à s). Donc 






On peut supposer a supérieur au premier entier (o tel que 
Par suite, l'expression précédente est plus petite que 

^-^jL^ — j\ — 



Le terme de cette suite, relatif à y, est inférieur au suivant, si 

et cette hypothèse sera constamment vérifiée pour tous les termes, dès que 

Ton aura 

I 

Par suite, à partir d'une certaine valeur de a, on pourra écrire 



(») Car si Ton pose arn/ict'+a", o<a''<//, l'expression considérée est inférieure à 
la! 



M.! ,,.. 
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Il en résulte que D^ tend vers i quand a croît indéfiniment; c'est là le point 
qu'on voulait mettre en évidence. 

8. Mineurs du premier ordre de Da. — Soit d'abord un mineur relatif 
à un élément de la diagonale principale. On peut le développer comme on 
a développé D^. Toutes les fois que l'on prend i dans y — i colonnes de ce 
mineur, on obtient les mêmes résultats qu'en prenant i dans j colonnes de 
D». Par suite, si on laisse de côté le déterminant qui se réduit à i, la somme 
des valeurs absolues des autres est inférieure à celle qu'on vient d'évaluer 
plus haut. On en déduit qu'il existe une valeur de a telle que, pour toute 
valeur supérieure, les mineurs du premier ordre de D», dont il s'agit, dif- 
fèrent de I d'une quantité inférieure en module à un nombre positif fixe 
arbitrairement choisi. 

Le même raisonnement s'applique aux mineurs du deuxième ordre, rela- 
tifs à deux éléments de la diagonale principale. 

Passons maintenant aux autres mineurs du premier ordre, et considérons 
celui qui est relatif à la ligne Ç et à la colonne yj. Si on le développe par 
rapport à la colonne Ç de D», et si l'on désigne par x"^ l'élément de D^ qui 
appartient à la ligne ^ et à la colonne q'^ par D^/' le mineur du second ordre 
de Da obtenu en supprimant les lignes r et 5 et les colonnes r' et 5', le dé- 
veloppement se présentera sous la forme 

Son module est plus petit que 

Un terme quelconque de l'un des déterminants DJ.^. se déduit d'un terme 
quelconque du déterminant positif où l'on prend x\ que l'on remplace 
par I , et un terme de la colonne Ç, autre que x\j que l'on remplace égale- 
ment par I. Ces termes constituent une partie de ceux que l'on obtient en 
ne prenant pas i dans la colonne yj, ni dans la colonne Ç, ni dans toutes les 
autres à la fois, et en substituant ensuite i aux termes appartenant aux 
colonnes r\ et Ç. 

Le module d'un terme de cet ensemble obtenu en prenant i dans y co- 
lonnes de Da est inférieur à 
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Donc 



En raisonnant comme plus haut, on établit facilement que ces sommes et, 
par suite, les mineurs considérés tendent simultanément vers o, quand a 
croit indéfiniment. 

9. Emploi d'un système majorant, — Le système auxiliaire dont nous 
ferons usage est le suivant : 

où z désigne x, -f-iCa-f- . .. 4- 0?^ et où les fonctions de substitution sont 
toutes — ^; X et A sont des nombres positifs, ce dernier plus petit que i. 

/• 

Il est naturel de chercher une solution formée de fonctions égales et ne dé- 
pendant que de z. La fonction unique inconnue vérifiera l'équation 

i' = — ^ A. 

rnh-^ z 

z pin I z 

r r \ r 

On saity en vertu du théorème II y qu'il existe une solution holomorphe 
de cette équation^ nulle à Vorigine^ dès que r' ^ \pm. 

10. Etudions les relations qui permettraient de calculer les dérivées suc- 
cessives des fonctions p. 

A(x, ô«, ...,„^.p, ... p^.,., désignant des quantités analogues à 

Da et a», a„;p, ?»;/;«> 



op a d'abord 






Nous savons que A» tend vers i, quand a croît indéfiniment; je dis que 
Aa est ^o dès que a >-i . Envisageons, par exemple, le système 
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OÙ les y sont les inconnues. Il est aisé de voir qu'il admet une solution 
unique. Les S ne dépendant que des P, la comparaison de deux équations 
où les a restent les mêmes montre que 

Deux équations relatives à des permutations difierentes des a donnent 
ensuite 

Le système se réduit par suite à 



^[.-^\a«)«]-o. 



Si donc on suppose mp'k<Cr' et nh <[ i , Aa est différent de o. D'ailleurs, 
il se réduit à i , quand on fait tendre h vers o : donc il est positif. 

En désignant par©/ le terme connu du deuxième membre delà i^^^^ équa- 
tion relative à l'ordre a, du système auxiliaire (ii), le numérateur d'une 
inconnue, lorsqu'on calcule les dérivées des Çj se présente sous la forme 
d'un polynôme, dont les termes sont le produit d'un 0, pour un mineur du 
premier ordre de A», affecté du signe convenable. Je dis que ces mineurs, 
affectés de leur signe, sont tous positifs. 

i*^ Mineur relatif à un élément de la diagonale principale. Nous savons 
que ces mineurs tendent vers i, soit quand, h étant fixe, a croît indéfini- 
ment, soit quand, a étant constant, h tend vers o. 

Considérons l'un d'eux, par exemple celui qui est relatif au premier 
élément. On prouve qu'il est positif en constatant que le système 

OÙ ne figurent ni 7«.o,. .a;n ni S«.o,....a;p. p„;/;., ni les o^, «^.^^ ,.,.^,, ad- 
met une solution unique. 

2.^ Mineur relatif à un élément n'appartenant pas à la diagonale prin^ 
cipalc. 

Un pareil mineur peut s'écrire 

les A étant les mineurs du second ordre de A». 

Fac. de T. — XI. E.3 
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Dans la somme, les Aç^. contiennent au moins A* en facteur; donc, quand 

h tend verso, la quantité entre crochets tend vers g-j rg-y* J^ dis qu'elle 

ne s'annule pas. Ce point s'établit en considérant un système analogue aux 
précédents, où la ligne Ç est supprimée, ainsi que l'inconnue relative à la 
colonne y] ; et il en résulte que le mineur est positif. 

H. Nous allons maintenant comparer les développements relatifs aux 
systèmes (8) et (n). 

Les expressions des dérivées correspondantes de fonctions de l'un et de 
l'autre système se présentent sous forme de fractions analogues. Comparons 
d'abord les déterminants qui y figurent. 

Les dénominateurs D^ et A» tendent vers i , quand a croît indéfiniment, 
et Aa est positif. Il existe donc un nombre H, tel que l'on ait 



I)« 

A« 



> vy pour olIi 



Aux numérateurs figurent les mineurs du premier ordre de D» et de Aa- 



n 



Aï! 



Les rapports —^ tendent vers i et, n'étant jamais infinis, admettent un 



maximum. De même, on a 



D| 



< 



M,£' (h' Y 
pi 



m 



D 



»5 



2|Dr^ 



A"! 



rtl 



|51 



et si h' S h, les 






ont un maximum. J'appelle H, une limite supérieure 



du module des rapports des mineurs du premier ordre de D aux mineurs 
correspondants des A. 

Soit maintenant D\b le maximum des modules éF,(a?, wj) dans des cercles 
de rayons r,, r^f , à l'intérieur desquels elles sont supposées holomorphes. 
Si /•< r,, r'< 7'^*', le module du rapport, à l'origine, d'une dérivée quel- 



DXb 



conque de ^^ à la dérivée correspondante de ç sera inférieur à -5-- Je pose 



OU/ 



= K. 



Enfin, les fonctions de substitution du système (ii), qui sont toutes 
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égales à 






I 

r 



peuvent être supposées majorantes pour les ç. 

Il reste à examiner les coefficients des déterminants qui figurent aux nu- 
mérateurs. Soit, par exemple, un coefficient quelconque relatif au premier 
système. Il est formé de facteurs de la nature suivante : 

I® Dérivées des Si par rapport aux x et aux «/*; 

2" Dérivées des ç ; 

3*^ Dérivées des Uii^ par rapport aux x^k- 

Ce dernier produit est de la forme 

n^.^/'.^V'.'-.*^» . . . (^ ^-1^ V'"''=' '""^ 

Appelons ordre de ce produit la somme des produits de chaque indice 
de dérivation par la somme des exposants des dérivées relatives à cet in- 
dice. Je dis que l'ordre est au plus égal à a dans le calcul des dérivées 
d'ordre a. 

Il est, en effet, facile de constater qu'il en est ainsi au début et que cette 
règle, supposée exacte jusqu'à une certaine valeur de a, se vérifie encore 
pour la valeur suivante. 

12. Ces calculs préliminaires effectués, supposons que les équations (9) 
permettent de calculer les dérivées jusqu'à l'ordre a, puis que D^^.,, 
Da+2) • 'f soient tous différents de o. Je considère les racines 2a — 1 du 
rapport des modules des dérivées ainsi calculées, d'ordre a, à celles du 
système auxiliaire, et j'appelle L le plus grand de ces nombres. 

Supposons qu'il existe un nombre P tel que, jusqu'à un certain ordre, 
le module du rapport des dérivées des fonctions inconnues d'ordre j à 
celles des fonctions de comparaison soit inférieur à P^'~*, nous allons con- 
stater que, moyennant une condition très simple, cette inégalité subsistera 
pour l'ordre suivant. 

Soit 9 un coefficient quelconque d'un mineur de Do^., à l'un des numé- 
rateurs, n le produit correspondant dans le système auxiliaire. Soient e^ 
la somme des exposants des dérivées d'ordre q des fonctions u dans $, et cd 
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ce que nous avons appelé Tordre de ce produit, c'est-à-dire 



On a 



2 e* 



qcg 



• • • • 



n 



^ pC,-»-3tf,-h... + (l7— l)e^-*-...^ 



Or, on sait que (o ^ a -h i : donc 



n 



<^ pî(a-»-i)-î^ 



Par suite, le module du rapport de deux dérivées correspondantes 
d'ordre a -M est inférieur à HH, KP^^*■^'>-^ 

Si donc on prend pour F le plus grand des deux nombres L, II H, K, la 
propriété qu'il s'agissait d'établir existera. 

Cela posé, si la solution du système auxiliaire est holomorphe dans un 
cercle de rayon K, les séries analogues relatives au système proposé le 

sont aussi dans un cercle de rayon p^* Elles constituent alors évidemment 

une solution des équations données. 

13. Il est bon d'observer que la démonstration précédente peut s'appli- 
quer dans d'autres circonstances. Les dérivées des fonctions inconnues et 
des fonctions de comparaison se présentaient sous la forme 



d^u A,Xi-f-. ..-f-A,X, 



» . . 



D- 






B,Y,4-..-^B,Y, 



Les hypothèses faites sur les dérivées des ç ont servi à démontrer que 



l)a 



> 



H 



et 



A 
B 



<Hj. 



Quand ces propriétés subsisteront et que les useront encore des fonctions 
majorantes pour les ç, les raisonnements qui ont été faits continueront à 
être valables. 

14. Il faut nous placer, à présent, dans la deuxième hypothèse prévue 
par le théorème III. Rappelons que l'on suppose 



et 



I hrrk I < I quels que soient r et X% 



hrtL ■= o 



pour 



sp^r. 
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En reprenant les notations précédentes, on voit que, si Ton n'a pas 

< «,;3 p.;/;, est nul; et que 

A' désignant un nombre positif, inférieur à i, et au moins égal en module 
aux hrrh^ et M étant une certaine constante, on aura 

On constate facilement que 

et que, par suite, D^ tend vers i quand a croît indéfiniment. 

Les mineurs relatifs aux éléments de la diagonale principale tendent 
simultanément vers i dans les mêmes conditions. Quant aux autres, s'ils 
sont relatifs à un élément supposé nul, ils sont identiquement nuls; et, dans 
le cas contraire, ils sont inférieurs en module à MA'*J^a, Ç^ ayant i pour 
limite. 

On prendra comme système de comparaison 



où Ton a 



Vi=i X, 

5 = Xi 4- Xj 4- . . . -4- ^n , 

^g=hxs-^ avec h'Sh<i. 

z 

I 

r 

« 

En opérant comme plus haut, on est conduit à considérer l'équation 

i' =: A. 

Elle admet une solution ne dépendant que de z, ainsi qu'il résulte du 
théorème II; et cela suffit à établir la proposition que nous avions en vue. 



E.22 L. LEAU. 



CHAPITRE IL 

MÊME QUESTION TRAITÉE PAR LA MÉTHODE DES APPROXIMATIONS 



SUCCESSIVES. 



1 . Dans son Mémoire ( * ) Sur une classe de transcendantes noui elles, 
M. Picard a employé les méthodes d'approximations successives, si fé- 
condes dans les applications aux équations différentielles, pour étudier un 
système d'équations fonctionnelles, en faisant observer qu'on parviendrait 
certainement, par le même moyen, à établir l'existence d'autres classes de 
fonctions. Nous allons reprendre, à ce point de vue, les questions traitées 
dans le Chapitre précédent. Le procédé qui a été suivi alors présentait 
certaines analogies avec des démonstrations relatives aux équations aux 
dérivées partielles. Les raisonnements vont cependant se présenter d'une 
manière plus naturelle par l'emploi des approximations successives. 

2. Rappel d'un théorème général. — Le théorème suivant, qui est 
classique (*), sert de base à la méthode : 

Si les fonctions fi j /.2j -"j fqj • • • des variables x,, . . ., x^ sont holo- 
morphes dans certaines aires (A) avec des rayons de convergence ad- 
mettant un minimum différent de o\ et si^ dans les aires (A) accrues 
d'anneaux dont l'épaisseur n'est nulle en aucun point, les maxima des 
modules de ces fonctions forment une série convergente, la série 

/i-^ /i -+-... -+-/7 -+-••• 
est holomorphe dans les aires (A). 

3. Choix d'une loi d'approximation. — Reprenons les notations du 
Chapitre I, n° 5, et le système 

(0 Ui=gi{Xs,u\'''), 



(1) Acta mathematica; 1894. 

(*) Consulter Méray, Leçons nouvelles sur V Analyse infinitésimale et ses applications 
géométriques; 1"* Partie, p. 23 1. 
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On peut récrire 

(2) Ui=z 2aA//wi*'H-^i(^,, ...,^„)-hF,(j:„w/'0» 



k,i 

Ah) 



le développement des F par rapport aux u\^ commençant par des termes 
du second degré. 
Posons 

Il vient 

(3) u, = ^^^lauiu/^^ -^ "^i.ia,u[u^^^ - u)^'^] 4- +/+ F,. 

Il est naturel de considérer les termes W/, Va^t/^^'j^' comme la partie la 

plus importante des équations, et de remplacer ailleurs les uf\ w^*' par des 
valeurs approchées. 

Appelons M,o, m,-,, «,-2, ..., tt/^, ... des valeurs approchées successives 
des Ui. Nous prendrons M/<,= o, et nous chercherons à déterminer les 
"m "i2j • • • p8^r les équations suivantes : 

Un = 2»'* «*//«;'!*' -+- i];/H- F/(j;„ o), 

(4) ( 



En posant 
on en déduira 

(5) { 

I 9 
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Il faut maintenant prouver : i*^ que Ton peut résoudre les systèmes (4) 
ou ( 5 ) ; 2** que les suites des fonctions S satisfont aux conditions du théorème 
rappelé plus haut; 3** que les séries 

vérifient le système (i). 

4. Résolution des équations d' approximation. — Posons, pour simpli- 
fier, 

Les G/ étant supposés holomorphes et nuls à Torigine, et de plus connus, 
il est d'abord facile de voir qu'on peut résoudre les équations (6), où / a 
une valeur fixe. Le calcul des dérivées des S,v à l'origine peut s'effectuer, 
puisque, par hypothèse, D^ est différent de o. En outre, et c'est là le point 
important, il existe une constante P, indépendante des fonctions G i^ telle 
que le module du rapport des coejfficients des S aux coefficients des termes 
de même degré des G soit inférieur à P. En effet, les dérivées des S 
d'ordre a se présentent à l'origine sous la forme de fractions dont le déno- 
minateur est Da et le numérateur une somme de produits de deux facteurs, 
l'un étant un mineur du premier ordre de D^, l'autre une dérivée d'une 
fonction G de l'ordre considéré. Nous savons que D» tend vers i pour a in- 
fini. Soit N le maximum des modules des coefficients des G des termes de 
degré a, et plaçons-nous dans le premier cas indiqué au théorème III du 
Chapitre I. Le coefficient de a?"';zr**. . .a?"" d'un S sera inférieur en valeur 
absolue à 

£««,! . ..laJN-i-^ g ^p^^ ^^ X (3,1(3,1 ...I(3JN 

ajl ...Ia«I |Da| 

OU bien à 



N£« 



Da 



£a étant une quantité positive qui a i pour limite, comme cela ressort des 
calculs faits sur D^ et ses mineurs. La proposition est donc établie, puisque 
M,[jLaA"* tend vers o. Le même résultat est immédiat si l'on considère le 
second cas au lieu du premier. Observons enfin que ce qui précède s'applique 
aussi bien aux W/, qu'aux S. Ainsi donc, on peut résoudre les équations (5). 
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5. Légitimité de V application du théorème rappelé au début. — Pour 
simplifier rcxposition, nous désignerons, dans ce qui suit, par \f\ la somme 
des modules des termes de /développé par rapport à tous ses arguments. 

On peut supposer qu'à l'intérieur de certains cercles, de rayons p pour 
les x^ R pour les u, les F, soient holomorphes et que, de plus, les dérivées 
partielles vérifient les inégalités 



dui 



<R'S. 



S étant constant, si Ton a 



\x\tp et |a|<R'<R. 

Il résulte des hypothèses faites plus haut que, si p est suffisamment petit, 
on peut fixer deux nombres g et y, le second plus grand que i, de sorte que 
Ton ait 



pour 






Enfin, il est important de faire la remarque suivante : yu^'a, - • -> y„\ 
X,, Xj, ..., X^ étant des fonctions de certaines variables indépendantes, 
on a 

I /(/i -+- ^1» yi -+- >'î, .. M //»-+- >^« ) —/(yif /s» ...♦//») r 



< 



2' I h r 



àfi 



Cela posé, imaginons qu'il existe un nombre p, inférieur à p, tel que 
l'on ait 

dès que | a: | ^p'^ p^ , 3îL,_2 ^^ ^e-t étant des constantes. 

Nous allons faire voir que, sous certaines conditions, les séries | G/|' re- 
latives aux équations qui définissent les B^ sont convergentes à l'intérieur 
et sur le contour des cercles de rayon p, ; nous en déduirons la même pro- 
priété pour les I Sic I', ainsi qu'une limite supérieure de ces quantités. 

On a d'abord, pour |x|^p'^p,, 



ôiîi,-ây^-\r<2^k;*'- 



JC 



>{k) 1/ 



^èu-^(\x\^'^'-^\x\''-x'|''\') 



à.r,. 



Fac, de T. — XI. 
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Kl comme 



et 



x';-œ';.'''\<p'^ 



o 

I 






il en résulte que 

(7) ia,^.-a;-i'<^-^--L. 

D'autre part, on sait que 

Or, 

quand 

Si donc on suppose 

(9) ^(0R,_,-4-.X,,_,)^H, 

les deux mcml)res des inégalités (8) sont définis pourlxj^p, et Ton a dans 
CCS conditions, si |a;|^p'^p,, 

(»o) I ¥i{T,, I u\1\\) - F,(;r„ |«J*!, !');'< ^/^V'S.^t„_,{0]l,_, -h ^T, _,). 

On conclut des inégalités (7) et (10) qu'ail existe deux constantes A et lî, 
indépendantes de p', Xf_, et 31^^-25 telles que l'on ait dans les équations (6) 

|G,l'<p'*^G,.,[A-+-B(;)rc,.,H-Ow_,)], 

en faisant toujours les mêmes hypothèses sur les x. 

Il résulte de là que, dans les mêmes cercles de rayon p,, les 0,^ sont dé- 
finis et que Ton a 

I au i'< p'«PX,_, [A -+. B(aK,,,-+- Db,_, )]. 

Pour déduire de ces propriétés que les suites de fonctions c satisfont aux 
conditions requises par le théorème rappelé au début, il suflit de montrer 
que rinégalité (9), qui peut être vérifiée pour les premières valeurs de t si 
p, est assez petit, le sera ensuite indéfiniment. 
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De la limite supérieure trouvée pour | o,y |', on conclut qu'on peut prendre 

pour Xf 

p, PX/_i [A -4- B (^7-, -h X/-, )], 

de sorte que la formule générale permettant de calculer x^, en supposant 
l'inégalité (9) constamment vérifiée, sera 



(II) X/i=p,PX,_, I A-+-B 

Or, posons 

fU) = —} 



2-^y . 



j'U-^n 



X étant positif; si A' et B' désignent deux quantités positives satisfaisant à 

la condition 

6A'-+-3B'X-2<o, 
on a toujours 

/{0>|A'+B' 




i'2'/(-/) /(^-')- 



Donc, si nous supposons 0&,5 - et 



3p, P(2A -+- XB) - 2 :i 6A'4- 3B'X — 2, 
on aura X^ <l/(0- ^^^^ suite, la série 

sera convergente, et l'inégalité (9) sera constamment satisfaite si 

A ces diverses conditions, qui se réduisent à prendre p, assez petit (*), 

(*) Il suffit que pi soit inférieur à p, et au plus égal au plus petit des deux nombres 
g-r — Tr-;» \-y X étant au moins égal à 2X1. Or, Xf peut être défini par rapport aux 

* (_ 2 A H~ AD) A 
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les séries ^rlS^.^I' sont à l'intérieur et sur le périmètre des cercles de 

1 
rayons p, des sommes au plus égales à A. La deuxième partie de la dé- 
monstration est donc faite. 

6. Conclusion. — Le dernier point est immédiat. On a, en efiét, en 
vertu des relations (4), 

« 

Comme les Uic tendent vers des fonctions u^ on a, à la limite, 

et le théorème est établi. 

7. Remarque. — En terminant, il n'est pas inutile de remarquer que 
les 8it commencent par des termes de degré ^, de sorte que les modifica- 
tions qu'on fait subir successivement aux valeurs approchées portent sur 
des parties de plus en plus éloignées, des portions de plus en phis grandes 
des développements étant ainsi définitivement acquises. 



cercles de rayons p; il reste alors les conditions 



p, { ^ 31>(A-hB,%,/ 



>•••■ 
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CHAPITRE m. 

EXAMEN D'ÉQUATIONS QUI ÉCHAPPENT AU CAS PRÉCÉDENT. 



1. Les conditions imposées aux fonctions de substitution dans Ténoncé 
du théorème fondamental qui a fait l'objet des deux premiers Chapitres, 
ne permettent pas, en particulier, de supposer qu'une dérivée d'une de ces 
fonctions devienne égale à i à l'origine. Or, c'est là un cas spécial qui est 
intéressant. Nous allons l'examiner sur quelques types d'équations, en nous 
servant encore des méthodes d'approximations successives. 

2. Rappel d'un théorème général. — Voici un théorème, nécessaire 
pour ce qui suit, et qui se rattache étroitement à celui qui nous a servi de 
point de départ dans le Chapitre précédent : 

Si les fonctions f ^ , y^, . . ., y^, . . . des variables x, , . . ., Xn sont holo- 
morphes dans certaines aires (A) avec des rayons de convergence ad- 
mettant un minimum différent de o; et si, dans les aires (A), accrues 
d'anneaux dont l'épaisseur n'est nulle en aucun points les maxima des 
modules de ces fonctions sont tous inférieurs à i et forment une série 
convergente, le produit infini 

est holomorphe dans les aires (A). 

Il suffit, en effet, d'établir la même propriété pour la série 

Or cette série est comparable à la suivante 

qui jouit de la propriété indiquée en vertu du théorème qu'on a rappelé 
plus haut. La proposition est donc établie. 

3. Cela posé, soit une fonction holomorphe à l'origine, et de la forme 

(0 9(-)=^-+-^,w^-+-^/-Ki5'-^'-+-.... 
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Nous désignerons 9 (-::) par:?,, ç(:r,) par ^j^, ..., (f{Zp^^) par 5^, et par 
/^(j),/(:j^) ;/(:;) étant une fonction quelconque, etZj,= z. 

Relativement à une pareille fonction 9(^), nous allons établir la propo- 
sition suivante : 

Théorème I. — Si Ton prend un point quelconque à V intérieur d'un 
cercle assez petit ayant son centre à l'origine, il arrivera nécessaire- 
ment que les transformés successifs de ce point, soit par ç(^), soit par 
la fonction inverse, soit même par toutes deux, ont le point O pour point 
limite. 

Examen d'un cas simple. — Considérons d'abord la substitution parti- 
culière suivante 



^1 



i-hz^-^' 



où h est une constante quelconque, et où l'on adopte la détermination 
de z^ telle que ['^) = i • 

En premier lieu, si i = 2, la transformation (2) conserve les cercles tan- 
gents à l'origine à la droite 

i 

' = v 

t étant une variable réelle. Si l'on prend un point P dans le plan, ses trans- 
formés, directs et inverses, sont situés sur celui des cercles précédents qui 
passe par P; les uns et les autres ont l'origine pour point limite. 

En second lieu, si i est quelconque, la transformation (2) laisse inva- 
riables les courbes dont l'équation, en coordonnées polaires, est 

« 

(3) p'-»=:itAsin(/— i)(co — a), 

a et A" étant deux constantes, la première fixe, la seconde arbitraire. Ces 
courbes ont la forme de rosaces à i{i — i) branches, qui se coupent à l'ori- 
gine sous des angles égaux, les branches des différentes courbes étant tan- 
gentes entre elles en ce point. Même remarque au sujet des transformés 
d'un point que dans le cas précédent. 

Lorsque z est très petit, la substitution (2) fait correspondre à un point 
P d'une des courbes (3) un point P, situé sur la même boucle; si l'on fait 
varier z, par continuité cette propriété subsiste ; de plus, le sens de par- 
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cours deP à P, est le même sur deux courbes infiniment voisines : nous 
rappellerons le sens direct. 

Extension au cas général. — Considérons à présent ^{z). Partant 
d'une valeur de z, nous serons conduits à une même valeur par les substi- 
tutions (i) et (2), si nous prenons 



hz=z 



m'—' — s* 



cp'-ï^^-t > 



h est une fonction de z^ holomorphe et de la forme 

tant que ^{z) est lui-même holomorphe, et ne s'annule pas en d'autre 
point que l'origine. A chaque point P est ainsi liée une courbe F (3) teHe 
que P et P, soient sur F; nous appellerons arc direct relatif à P l'arc de 
r allant de P à O en passant d'abord par P, . 

De même, si l'on prend la fonction inverse de ç, que je désigne par >s_,, 
on a des propriétés analogues aux précédentes. A chaque point P corres- 
pond une courbe F (3) telle que P et son transformé P_, par (p_| soient 
sur F'; l'arc inverse relatif à P est Tare de F' allant de P à O, en passant 
par P_| . 

Ici, on a 

/i=—(t — 1)^,-4- — 

D'ailleurs, pour :; infiniment petit, toutes les courbes F et F' diffèrent 
infiniment peu de celles qu'on obtient en donnant à h la valeur constante 
(t — i)gi (deux valeurs de A, de rapport réel, conduisent aux mêmes 
courbes). L'angle d'écart d'une tangente à l'origine à l'une quelconque de 
ces courbes et de la tangente correspondante aux courbes limites n'atteindra 

pas ._ si I z I est assez petit. Soit un cercle G de centre O à l'intérieur 

duquel la condition précédente d'une part est réalisée, et d'autre part les 
fonctions r, et :?_, sont holomorphes et ne s'annulent qu'au centre. Suppo- 
sons « = 2; les raisonnements s'étendront d'eux-mêmes au cas de / quel- 
conque. On a marqué {fig. i) la tangente OA aux cercles limites, 
l'angle BOD qui comprend les tangentes à toutes les courbes F et F'; 
parmi toutes ces courbes, celles qui sont tangentes à G sont donc nécessai- 
rement intermédiaires soit entre les circonférences OE, OF; soit entre OG, 
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OH. Admettons que le sens direct soit celui de la flèche. Il est clair que, 
pour tout point situé dans la région OLEMGL'O, Tare direct est tout 




entier dans la même région. De même, pour tout point de la région 
OTFNHT'O, l'arc inverse est aussi entièrement dans cette région nouvelle. 
Si Ton effectue, plusieurs fois de suite, la substitution (i), on a 



.1-1 
1 






't 



1 









*'/I -1 



I /, -'-l ' 



et, par suite. 






-/-i 



I — (/n-Ai-h. . .-h A/,-i)5'-* 



Supposons le cercle G assez petit pour que, pour tout point de ce cercle 



h{z) 



(«*— 0^/ 



— I 



<K<i, 



K étant une constante, et pour que la condition analogue soit vérifiée pour 
la substitution inverse. 
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Nous avons prouvé l'existence à l'intérieur de C* de deux régions R -f- R\ 
R -+- R" ayant une partie commune R, pouvant d'ailleurs être formées de 
portions distinctes et avoir une étendue plus grande que celle qu'on leur a 
reconnue, et qui jouissent de cette propriété : tous les transformés directs 
des points de R -f- R' sont à l'intérieur de R 4- R'; tous les transformés in- 
verses des points de R -h R" sont dans R -h R*. 

Prenons un point situé dans R 4- R'; on aura donc, quel que soit l'entier 
positif/?, 

^1-^ --.!<K<,. 






et, si l'on pose :-^^^-t 1 = S(s), 



(4) zir=- 



i-n{i-i)giZ'-'\i^ -M 

Comme 

5 -h ^1 H- . . . -+- <5/ï— 1 



n 



<K, 



z*~* et, par suite, z^ tendent vers o quand n croît indéfiniment. 

De même z_n(^-p= :r_f^^, )(:?_,)) tend vers o pour n infini, quand z est 
pris dans la région R -+- R". 

Si donc on considère le cercle de diamètre VV, il se trouve bien dans 
les conditions annoncées au début de ce numéro. 

4. Théorème concernant la limite de nz^~\ — Nous pouvons déduire 
de ce qui précède un théorème qui a été démontré par M. Lémeray (*) et 
qu'on peut énoncer de la manière suivante : 



Théorème IL — Dans la région R -+- R', on a 

lim/i^ir* — — -— ; — =: — 



il 



n = 00 



(i-i)gi 



et dans la région R -+- R" 



« = • " ■ («-0^1 



"->(^), 



(*) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIII, n" 9 et 10. 

Fac. de T, — XI. E.5 
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Bornons-nous au premier cas. On peut trouver un cercle C' tel que Ton 
ait à rintérieur 

|0|<£. 

Les transformes du point V choisi seront, à partir du ^t?**""*, tous dans ce 
cercle. Par suite 

Kp -4-£(/i — p) 



-T- ()j -f- . . . H- 0,|_i 

n 



< 



n 



Le second membre ayant n pour infini, £ pour limite, il en résulte qu'à 

partir d'une certaine valeur de n. nz[~* diffère de -^ ^ — d'une quantité 

inférieure à un nombre fixe arbitrairement choisi : c'est dire que nz]^'* a 
— —. ^ — pour limite. 

5. Remarque sur le théorème précédent. — Peut-on en conclure que 

z]]^ est comparable à - dans le domaine R -t- R'? Evidemment non; car le 

nombre p du numéro précédent peut croître indéfiniment, et il est visible 
que ce fait se produit si l'on fait tendre z vers o suivant certaines lignes. 

Démonstration d'un théorème important. — D'une manière précise, 
cherchons une portion du plan telle que l'on ait constamment 



^n 



i-l 



1 

n 



<K', 



c'est-à-dire 

K' étant une constante positive quelconque. 

Considérons le cercle de centre (/ — i)^/, de rayon K(/ — i)|^/ 1 -f- ï^> 

puis la symétrique C de son inverse par rapport à o, la puissance étant i. 
(7 sera extérieur à G et vu de o sous un angle aussi petit que l'on veut, 

pourvu qu'on ait choisi assez petits K, ^ et le rayon de C. Il suffit évi- 
demment que c'~* soit extérieur à l'angle qu'on vient de définir, c'est-à-dire 
que z soit extérieur aux angles qu'on en déduit par la transformation 
y~* = z. Ces angles interceptent dans R des portions (aussi petites qu'on 
a voulu) situées du côté des arcs inverses, et que j'appelle S". De même :;_, 
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nous conduirait à enlever des parties que j'appelle S'. Outre S' et S", R 
comprend une région S, limitée par des espaces angulaires en o. Ainsi : 

Théorème III. — Dans S -t- S'-h R', on a 



y « I '^ 



et dans 5 4-8"+ R" 



K' 



'-"<-, 



n 

quel que soit z dans la région considérée j et quel que soit n. 
Cette propriété nous sera très précieuse. 

6. Application à une équation particulière, — Soit l'équation 

(5) ^t{^) — "(^i) -hL(2). 

Supposons la fonction L(5) donnée, définie dans S-i-S'-+-R' et telle 
qu'on ait constamment 

<M, 



L{z) 



t étant un nombre positif fixe, supérieur à / — i . Il est clair que la série 

L(5) -hL(5,) -h. . .-+-L(;;rt) -f-. . . 
fournira une solution de l'équation (5), holomorphe à l'intérieur de 

Toute autre solution ne différera de la précédente que par une fonction 
restant invariable par la substitution ç(^). 

Si L(.j) satisfait à une condition analogue dans S -i- S"-f- R'', la série 

-- !L (:;_,) -+-L(c_,) -h. . . -»- L(5_„) 4-. . . j 

donne dans ce domaine une solution holomorphe de la même équation. 

Alors, de deux choses l'une : ou la différence des deux solutions se réduit 
dans S à une constante, qu'on peut supposer nulle, ou elle définit dans S 
une fonction holomorphe, admettant la substitution ^{z). Dans le premier 
cas, on dispose dans le cercle C d'une fonction qui n'est pas uniforme, ou 
bien qui est holomorphe dans lout le cercle. La première hypothèse est 
évidemment réalisée si \^{z) n'est pas uniforme. Quand la fonction est 
uniforme, elle est nécessairement holomorphe en o, ce point ne pouvant 
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c'tre ni pôle, ni point singulier essentiel isolé, puisqu'on connaît un maxi- 
mum du module de la fonclion dans le voisinage de roriginc. 

Il est même facile de voir (*) que la solution de (5), que nous avons 
trouvée dans S -h S' -f- R', tend vers o avec z. Et c'est la seule qui soit dans 
ce cas : on a, en effet, 

U(Z) = u{Zn) -h L{z) -h L{Zi) -h . . .4-L(-3;,_,), 

égalité qui établit la proposition. Remarque analogue pour S -t- S'-h R'. 
En particulier, s'il existe une solution holomorphe en o, ce qui ne peut 
arriver que si L(^) est lui-même holomorphe en ce point, elle est nécessai- 
rement fournie par les deux séries trouvées respectivement dans 

S-+-S'H-R' et S^-S''4-R^ 

Réciproquement, si L(z) est de la forme 

et si, quand z tend vers o dans la région S" par exemple, la série qui cor- 
respond à S 4- S' -4- R', et qui est aussi définie dans S", tend aussi vers o, 
il existe une fonction u(z)^ représentée dans la région S à la fois par les 
deux séries, et, par conséquent, définie et holomorphe dans le cercle C. 

7. Application à une autre équation. — Soit l'équation 

(6) //(^)=A(^)^/(;;,), 

où 

X(z) = i-\-/(z). 

Si la fonction /(z) donnée est définie dans S -f- S'-+- R', si elle reste in- 
férieure à I en valeur absolue et si l'on a constamment 



/{5) 



.< 



<M (/>/_,), 



le produit infini 

A(s) A(5,). . . A(5;,). . . 

fournira une solution de (6) holomorphe à l'intérieur de S -f- S'-+- R'. 

Les mêmes circonstances se présentent avec les équations (5) et (6) qui 
se ramènent d'ailleurs l'une à l'autre. 



( ») Cela résulte de ce que, dans S -h S'-+- R', on a, p étant assez petit et H désignant une 
constante, | «„ | < H | ^ | pour | 3 | < p et /i quelconque. 
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Si le produit 



A(5_,) A(c_j). . .A(w_„). . . 

donne une solution dans S -f- S" -f- R", ou le quotient des deux produits 

. . . A(5-,j). . . A(^_i ) A(5 ) A (^i). . . A (5,,) . . . 

se réduit à une constante qu'on peut supposer égale à i dans S, et Ton dis- 
pose alors d'une solution dans C, ou il constitue dans cette région une fonc- 
tion admettant la substitution ?(^). 

Dans le premier cas, la solution trouvée est encore ou holomorphe en o, 
ou non uniforme. 

Cherchons s'il existe, dans S -f- S' H- R', une solution de (6) tendant vers 
une limite différente de o (et qu'on peut prendre égale à i), quand z tend 
vers o. On aura nécessairement 

et puisque u(z^) tend vers i, quand n croît indéfiniment, u(z) devra étn» 
défini par le produit 

\{z) \{Zx). . ,A(Zn). . . . 

D'ailleurs, il satisfait à la question, car il tend vers i , quand z tend vers o. 
D'une manière plus générale, cherchons, dans la même région, une solii- 

u(z) 

tion telle que —^ tende vers i pour z infiniment petit, c étant une con- 

stante réelle quelconque. Nous ne supposons plus que A(^) satisfasse aux 
conditions du début, mais nous supposons ces conditions réalisées par la 
fonction V(z) définie par l'égalité 



[1^1 



A(-) = i-+-F(3). 



Pour une pareille solution on aurait 

u{z)=z^>< (?iy \{z) >< (^^y A{z,) ><. . .><^^ 

n(z) est donc nécessairement égal au produit infini 

qui est évidemment une solution de (G). D'ailleurs, elle répondra à la 
question, car le produit infini qui suit z^ sl i pour limite, lorsqu'on fait 
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tendre z vers o. Des remarques analogues s'appliquent à la substitution 
inverse. 

Occupons-nous, en particulier, des solutions holomorplies ou nicro- 
morphes en o. Ces dernières se ramènent aux premières : bornons-nous 
donc à celles-ci. II ne peut en être question que si A(z) est lui-même holo- 
morphe. Une pareille solution, commençant par 

sera nécessairement représentée dans S -f- S'-f- R' par le produit 



z'f X 



(^yA(;ï)x(^yA(^,)x..., 



et dans S 4- S"-+- R" par 



(.t^(-)x(z;)'^(--- 



) X . . . 



D'ailleurs, le quotient de ces deux fonctions devra être constant dans S, 
pour qu'il y ait bien une solution holomorphe en o. 

8. Exemple. — Soit Zi = — ^ -• Pour fixer les idées, supposons a po- 
sitif. Ici la région R H- R' est formée de tout le plan, sauf la demi-droite o.r, 





Fi g 


. 2. 






w 




o 


eu 


Oî 



la région R -+- R" de tout le plan, sauf la demi-droite ox\ S" est un angle 
aussi petit que Ton veut, comprenant ox, de même S' un angle compre- 
nant ox\ 

Proposons-nous de résoudre l'équation 



La séiîe 



u{z) — u{z^) -\- z 



^t 
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en donne une solution holoinorphe dans la région S H- S' -h IV, et c'est la 
seule qui tende vers o, quand z tend lui-même vers o dans ce domaine. De 
même la série 

fournit une solution analogue dans S -f- S"-h R". 

D'ailleurs, ces deux solutions sont distinctes, car leur différence 

admet une infinité de pôles sur x'x et l'origine est un point singulier 
essentiel isolé. Cette fonction n'est autre que 



^r.+coi'-iL] 



Pour le voir, il suffit d'observer que 



n., = .Ll/14^\. 



L'équation proposée n'a donc pas de solution holomorphe en o. 
Soit maintenant l'équation 






a 

I -+- - 5 
2 



Considérons un petit cercle entourant le point > et les transformées 

inverses de ce petit cercle. En les enlevant de la région S -h S' -i- R', on 
obtient dans la partie restante, au moyen de la série 



'** 1 



* '^l , , ^n 



a a a 

I H- -5 I 4- -5, IH Zn 

2 2 2 



une solution holomorphe et tendant vers o avecz, et c'est la seule qui rem 
plisse ces conditions. 

En opérant de même dans la région S -h S'" 4- R", on a la série 



.1 ^1 

* --h... H — h 



a a 



qui joue un rôle analogue. 
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Leur difTércncc F(:;) est encore une fonction uniforme, présentant en o 
un point singulier essentiel, ayant une infinité de pôles sur x',x. D'ailleurs, 
on a 

a' sin — 
az 

Kn effet 

"' '-* o / 



a 

H- - 3/1 

2 



[,_„^-]|^,__^,i_l^«-j «j ' "^^ ,_ (^ri-L'jaz] 



et, si Ton groupe les termes qui correspondent à des coefficients de az, 

égaux au signe près, on retrouve le développement de — — — en série de 

a* sin — 
az 

fractions par une formule connue. 

L'équation proposée n'avait donc pas encore de solution holomorphe à 
Torigine. 

liemarque. — De l'expression de on tire, en remplaçant a 

Cl r» * 



az 



par i et z par 2, 



-♦-» 



« / V ' o ( ' ' ' > ) 

^ -- 4 T," 7 Zi ^=^j— -h — -l-T7-f-...4- 7 r: -^' ' ' l 



— 00 



De même, de celle de — on conclut, en prenant a = 2 et ^ = 2, 

a* sin — 
az 



T, ^= i» > /# ; 7 — TT ;^ r^ = O { — ;î -+- r h 



(i — 4/i)[i — 2(2/2 — i)] /J.3 5.7 9.1 3 ''-y 

Dans les Chapitres qui vont suivre, nous allons développer les applica- 
tions des résultats précédents à certaines équations qui ont été déjà l'objet 
des recherches de divers géomètres, notamment Abel et M. Schroder. 
Nous examinerons d'abord, dans l'hypothèse d'une seule variable, le 
cas, laissé jusqu'ici de côté, où le module de la substitution est égal à l'unité 
au point limite. Nous étendrons ensuite les résultats déjà obtenus aux cas 
de plusieurs variables. 
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SECONDE PARTIE, 



APPLICATIONS. 



CHAPITRE IV. 



ÉQUATIONS D'ABEL ET DE M. SGHRÔDER DANS LE CAS D'UNE SUBSTITUTION 
(p(2), TELLE QUE LE MODULE DE LA DÉRIVÉE AU POINT LIMITE SOIT ÉGAL 
A L'UNITÉ. 



1. Équations d'Abel et de M. Schrôder, — L'équation d'Abcl est 

(0 /[?(^)]=/(^)4-a, 

OÙ ?(:?) est donné, f{z) inconnu, a une constante qu'on peut prendre 
égale ai. 

L'équation de M. Schrôder 

où les lettres ont la même signification, mais où a est une constante quel- 
conque, se rattache de suite à la précédente. En prenant le logarithme 
d'une solution de l'équation (2), on a une solution de l'équation (i). 

Ces équations ont une grande importance. D'abord, ce sont les plus 
simples qui se présentent relativement à une substitution donnée ç(^), et 
leurs solutions peuvent être considérées comme des généralisations des 
fonctions périodiques. Puis elles apportent une grande simplification dans 
l'étude des équations fonctionnelles, où ne figure qu'une pareille substitu- 
tion ç(^); car, si l'on prend comme nouvelle variable une solution de l'é- 
quation (2), la nouvelle substitution sera z^ = az. Les mêmes remarques 
s'appliquent au cas de plusieurs variables indépendantes. 

En se bornant à une fonction <f{z) holomorphe au voisinage d'un point 
racine x de <^{z) = z, l'étude des solutions (i) et (2) a été faite (') par 

( ' ) Voir les Mémoires déjà cités. 

Fac. de T. — XL E.6 
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M. Kœnigs quand f^H n'est pas nul, ni égal à i en valeur absolue. 

M. Grévy a, dans sa Thèse, résolu la question lorsque cette dérivée est 
nulle. Nous allons étudier le même problème en supposant le module de 

( 7? ) cgal à I et son argument commensurable avec 21:. 

Voici d'abord une observation générale : résoudre une équation fonc- 
tionnelle telle que (i) ou (2) a un sens précis quand on ne cherche que 
des solutions uniformes. Mais considérons une fonction non uniforme au 
point x\ ce chemin qui conduit d'un point à son transformé, n'étant pas 
défini, il n'y a pas lieu de faire correspondre une détermination de/[ç(^)] 
à une de /(;:). Il faudra donc simplement, pour que l'équation soit véri- 
fiée, qu'elle soit satisfaite par des déterminations quelconques d'une fonc- 
tion et de sa transformée. C'est là la seule convention qu'on puisse poser 
a priori. 

La remarque suivante est immédiate. Si b{z) désigne une solution de 
l'équation d'Abel, pour laquelle a = 1, et si Q(r) est une fonction quel- 
conque de période 1, la solution générale de l'équation (i) est 

ab{z)'\-Çl[b{z)\, 

et celle de l'équation (2) est B*(-:;)Q[6(z)], B(j) étant une solution arbi- 
traire pour laquelle la quantité a correspondante est différente de i . 

2. Cas ou la dérivée est égale à l'unité. — Supposant, comme d'habi- 
tude, le point racine de la substitution à l'origine, nous considérons 
d'abord le cas où 



[^]=- 



Soient donc 



L'équation de M. Schrôder n'admet évidemment pas de solution holo- 
morphe ou méromorphe à l'origine. S'il existe une solution, elle vérifiera 
aussi l'équation 

(3) ^/[y] d<^ ^^ df{z) 

d(^ dz dz 
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Si Ton connaît une fonction u telle que Ton ait 

dz 

on en déduira 

de sorte que -^Z "(^) sera aussi solution de (2). Il est naturel de supposer 
qu'elles sont égales. On sera alors conduit à considérer l'équation 

d/(z)_ dz 



(5) 



/(-) "(-) 



Cherchons donc une solution de Téquation (4). On désignera par :?, = ç (z), 
Z.2J • . M ^« les itératives de ç, par z_,, ^_2î • • • celles de sa fonction inverse. 
Il est facile de voir que, s'il y a une solution holomorphe en o de cette 
équation, elle a nécessairement comme terme de degré le moins élevé un 
terme en z'^ z' lui-même, par exemple. Elle sera donc (Chap. III) définie, 
si elle existe, dans S -h S' -h R' par 

^' — ^— ^— . • . . • 

dzi dz^ 

dz dzi 

D'ailleurs, cette expression représente une solution holomorphe de (4) 
dans ce domaine, car si l'on pose 



(ï)' 



^.-zn-F(s). 



dzi 
dz 

F(z) est une fonction holomorphe n'ayant pas de terme de degré infé- 
rieur à i. De même, à l'intérieur de la région S -h S" -h IV', le produit infini 

dz^i dz^^ dz^i 
dz dz^i dz^2 

fournit une solution holomorphe de l'équation (4). 
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Difficulté inhérente à ce cas, — A coup sûr, pour une infinité de fonc- 
fions 9, les deux solutions trouvées coïncident dans S et Véquation propo- 
sée admet une solution holomorphe en o. Il est possible que cette pro- 
priété ait lieu pour toutes les fonctions ç; mais je n'ai pas pu élucider cette 
(pieslion. 

Remarque concernant la limite de — :f-- — On sait que, si Ton pose 

chaque fonction p tend vers i quand z tend vers o, dans le domaine où elle 
a été primitivement définie. 

Un corollaire de cette proposition, c'est qu'il n'existe pas dans 
S -f- S' 4- R' rfe solution holomorphe de Véquation (4), dont le rapport à 
z' tende vers o avec z. 

En efTet, s'il existait une pareille solution que j'appelle -s'X(^), on aurait 



X(.) = X(cJ -^^ ^/^ • • • -jr^ 



ClZ CIZ^ "■^/i — 1 

Quand n croîtrait indéfiniment, il devrait en être de même du coefficient 
de X( j„), ce qui n'a pas lieu. 

Forme intéressante donnée à une condition. 

On peut mettre sous une forme simple la condition pour que les deux 
fonctions u ne soient pas distinctes. Comme elles sont respectivement les 
limites, pour n infini, de 



^/t "* 


et de 


*»_ n ^^ 


dZn 


dz^n 


il faut et il suffit que l'on ait 






(7) lim 


dzn 

. dz-n 


f. 



Conclusion relative à Véquation (>j). 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème I. — L'équation (4) admet respectis^'ementj dans les do- 
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maincs S4-S'-4-R', S-hS"4-R", deux solutions holomorphes, telles 
que leur rapport à z^ tende vers i quand z tend vers o dans le domaine 
correspondant, La condition pour que ces deux fonctions coïncident^ 
et elles définissent alors une fonction holomorphe en o, est que 



lim 

n=zao 



dz,„ 



=: I. 



3. Retour à V équation de M. Schrôder, — Reprenons réqualion (5). 
A chaque fonction u(z), elle fait correspondre, dans son domaine, une so- 
lution de l'équation (2), holomorphe à l'intérieur. La différence 

L/[<p(c)]-L/(^) 

est, en effet, constante, puisqu'on a 

^/[?] d/(z) _ dcp dz 



= o. 



/[?] /(^) «(9) "(-) 

Les logarithmes de ces nouvelles fonctions donnent à leur tour, dans les 
deux régions, des solutions de l'équation d'Abel. Il est clair qu'elles coïn- 
cideront ou seront différentes en même temps que les fonctions u. 

Nous allons donner de ces solutions de l'équation d'Abel des expressions 
analytiques. Dans ce but, nous énoncerons d'abord des théorèmes qui pré- 
senteront d'autres conséquences intéressantes. 

Théorèmes concernant certaines limites. 

Théorème IL — On peut tromper un polynôme de degré i en - : 

P di di—x dt / , V 

tel que l'expression 

soit une fonction holomorphe à l'origine, n'ayant pas de terme de 
degré inférieur à i — i . 

La vérification se fait sans difficulté. 

Il en résulte que, z étant dans la région R -+- R', les quantités 

ont des limites, quand n croit indéfiniment. 
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Posons 

(£— 1)5'-» (1—2)3' 



(8) 4.(,)3._^l_^_^i^- -H...4- 



Du théorème précédent, on conclut de suite celui-ci : 

Théorème III. — // est possible de tromper un système de constantes 
di{di ^ o), t//_| , . . . , rf, telles que la différence 

soit une fonction F(-j), holomorphe en o, et n'ayant pas de termes de 
degré inférieur à i. 

Conséquences. — De la relation 

— ^(zi)-\-dtLzi^= — ^{z)-hdiLz-{-i-\-¥{z) 
on déduit 

— ^'(-/i) -+-t/,L5„— /i= — ^(5) -h<i,L3-hF(s) 4-F(5,) -+-. . .-f-F(2«-,) 

et, par suite, 

-4-«!F(3) + F(3,)+...4-F(3„_,)|-i-rf.4-'L=f. 
Donc 

(9) limL4-'+77-^|=-^- 

On trouverait de même 



<■"' i'i».h-(7^-(7^]=-ê 



3 



Et ainsi de suite. Finalement 

(il) lim [n'^^(zn) — dxLz,,] = ^{z) —dxLz 

— JF(^) -h F(5i) -♦-...-♦- F(5p) -h. .. 

Ces résultats, auxquels il faut joindre celui de M. Lémeray 

lim nzif ^ =-^ -: — ^> 

n— 00 ' ' 



I 
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et la relation 



ï™ S^^ 

n = * «* ^n 



^-('•-0 



u(z) 



sont les analogues de ceux trouvés par M. Kœnigs dans le cas où 



~dr' 



^i- 



Ils sont, comme le théorème de M. Lémcray, susceptibles d'un énoncé 
plus précis : 

Théorème IV. — Dans la région S -h S'-l- R', on a, R' étant une cer- 
taine constante^ les inégalités 

di 






rtz^n^-\- 



(i— 0-/1 



di 



<fi\ 



<K\ 



Enfln, si de la région S H- S' H- R' on détache un petit secteur de manière 
à en isoler Torigine, on a 



Des propriétés analogues ont lieu relativement à la région S-l-S"-f-R"(*). 

Applications à quelques équations. — Grâce aux inégalités précé- 
dentes, on peut construire des fonctions satisfaisant à certaines équations 
fonctionnelles. 

Posons 



Ep,n = 



n 



'J-p 



'n 



c-o^r' 



rf/_, 



('-2)5r* 



go 



1 



n 



(^IP^i), 



(7>o)» 



(7>i — i) 



Pour p < «, les fonctions précédentes sont holomorphes dans S -f- S' -f- R'; 



(*) II est possible que le cercle par rapport auquel on considère, ici et dans des cas sem- 
blables, les régions S, S', ... soit de rayon plus petit que celai considéré au Chapitre IIJ. 
Mais ce point est sans intérêt dans la question. 
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pour p = /, dans la même région dont on a isolé Torigine. D'ailleurs 

i 

' ï. \ 1/ ^ — j j — i^^(^n — i)n 

s 



mr M 



G,..(.)= G,.(..) +-.+ ^^-^-2^^^3^^ 



î 

-+■ 80 



G,.(.)= G,,(..) +V-.+ ^%^.. -.^--12(^^^7)7, 



S 






^2/ 3 
• • ~T~ ^f /i "~I • • • > 



*»« -T- . . . , 



-•- «0 



H,-,/(5)= II/,/(:;,) -f-5'i{;(5) — ^,2''Ls-+-z;-i-5;-t-...-Hx;;,4-..., 



Il faut y joindre les fonctions déjà définies auxquelles donne lieu Tex 
pression 

On a 

Gi,,(s)r=G,,,(5,)-4-5' 
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Ces fonctions ne sont d'ailleurs pas toutes distinctes. On a, par exemple, 

Mais nous ne les étudierons pas en détail. Il est à noter, néanmoins, que, 
lorsque i >► 2, la fonction G^,, (z) vérifie l'équation 

pour m =z i — i^ alors (jue, a priori, on ne pouvait affirmer l'existence de 
solution holomorphe, dans l'un ou l'autre des deux domaines, que pour 

m^ i — I , car z\~* est comparable à -• Ce cas se présente aussi pour /= 2, 

lorsque rf, == o. 

i étant quelconque, si l'on suppose t/, = o, et si Ton considère l'équation 

.i(z) =-î(:?,) -^ A(:;), 

où A(^) est une fonction holomorphe à l'origine ou méromorphe, le pôle 
étant au plus d'ordre i — 2, on a dans S -h S -h R' une solution formée de 
la somme d'une fonction vérifiant une équation de même forme, où A(z) 
est de degré i au moins (étudiée au Chapitre précédent), et d'un polynôme 

les X étant des constantes. 

Des considérations analogues s'appliquent à l'autre région. 

Expression analytique d'une solution de l'équation d'Abel. — Reve- 
nons à la relation 

On en déduit 

et, par suite 

— ^\f{z^) -\- d^hz^— \ -\-\— ^h{z,^) -^d^Lz,,— n- L— '>K-/Mi)-4-c^iL:;«_H,— (/^ 4-i)]j 

La quantité entre crochets tend vers o quand n croît indéfiniment. Donc 
la série 

Fac, de T.— XI E.7 
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définit dans S-t-S -1- R' une fonction holoniorplie ^(z) telle que la fonction 

vérifie Téquation d'Abel, 

/>(3,) = ù(z) H- i; 

h(z) n'est autre» chose ciue la fonction primitive de -7— • 

On pcul évidemment former, d'une manière semblable, une autre fonc- 
lion />(:;) dans S' -f- S " -+- il". Pour qu'elles soient confondues dans S, il faut 
et il suffit ([ue 

. .. r(c._„) -+- F(3_^„_,0^-. ..4- V(z) -+-., .-{- V{z„)-\-.. . 
y soit identiquement nul, ou bien que l'on ait 

lini \'-\f(z_„)~ 'biz,,) -h r/, L ~" m — o. 

C'est une nouvelle forme de la condition trouvée plus haut. 

TiiÉORÈMK V. — // existe dans S -h S'-h R' une fonction h{z) vérifiant 
r équation 

ij{Zi) = h{z) -h I. 

Elle est formée de la somme d'une fonction holomorphe dans cette ré- 
gion, tendant vers o avec r, et de l'expression — '\^(z) -+- J, L:r. 

On peut en définir une autre analogue dans S -h S" -h R". Pour (ju'elles 
constituent une seule fonction, la condition, qui est la même ([u'au théo- 
rème I, peut se mettre sous la forme 

lim \^{z^„) —^{z„) — 9.n\ ~ coiisl. 

n — « 

z étant dans S. 

4. Examen plus approfondi du cas où l'équation (4) admet une solu- 
tion holomorphe, — Le cas où ces conditions sont réalisées, c'est-à-dire 
où l'équation (/j) admet une solution holomorphe, est i)articuliérement in- 
téressant. Reprenons la question dans cette hypothèse. 

Supposons donc qu'il existe une fonction w, holomorphe à Torigine, 
telle que l'on ait 

dz 
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Comme -^ = 1 — iVj'~* H- . . ., cette fonction, définie à une constante 
près, est de la forme 

U { Z) ZIZ T- [ t.', C -h C/_^ I Z -+- C/4.2 V -h ... I ; 

~ est arbitraire et diiïérent de o. On en déduit 
n 

et l'on est donc conduit à considérer Téquation 

_ ^ dfiz) dz , r ds di , , dt , ^ 1 » 

J\^) ff\Z) \_Z ^ V j 

OÙ di ^ o. On en tire 

(6) ^/(«) ^ A — // 'l(^) 4- //[6/,L^ -f- .Tic)], 

X étant une constante arbitraire, J(z) une fonction holomorphe nulle à 
Forigine, et ''{>(^) désignant encore 

d, df.i _ r/j 



On a donc 

D'ailleurs, ces fonctions /(z) vérifient l'équation (2). No4is le savons 
déjà et, de plus, une vérification directe serait ici facile (*). 

Si d^^OJ une infinité de fonctions /(z) ne sont pas uniformes. Pour 
fixer les idées, adoptons comme détermination de ^^''' l'expression ^'''t 
multipliée par une quantité ayant i pour limite quand z tend vers o. On 
aura alors 

Changer la détermination de (p^''«, c'est simplement changer le multiplica- 
teur dans l'égalité précédente. 

On a en évidence dans l'expression de /{z) la partie uniforme, formée 
du produit d'une fonction holomorphe, et d'une fonction à point singulier 



(») C'est à l'aide «l'une équation analogue à l'équation (5) que M. Grévy a étudié ce pro- 
blème quand ( ->; ) = o. 
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essentiel e~^'^''^\ et la partie non uniforme z^'^^. D'ailleurs, en choisissant 

pour h une valeur de la forme ^j p étant un entier positif ou négatif, on 

obtient une fonction uniforme. 

On n'a que des fonctions uniformes, si rf, ==o. Jl est facile d'exprimer 
r/, en fonction des coefficients de o. Par exemple, si / = ?., et si Ton pose 

r-, ^ I ir —- _; tt '"•' 1 

V ^ tÊy -t ■^^ «^ f) W 1 • • • y 

il vient 



- - <r ■ 



5 

n 2 



et toutes les fonctions sont uniformes si i,'*., - g\ =: o. 

Les expressions L/, (pii sont solutions de Téquation d*Abel, se compo- 
sent de la somme d'une fonction méromorphe et du terme logarithmique 
//y/,L:?, ce dernier disparaissant aussi avec rf,. On peut écrire 

L/(9) = V-+-/'M. 

Comme d^ est arbitraire, nous prendrons comme précédemment gdi= *; 
on aura donc 

et Ton désignera par B(:?), c^^^^, de sorte que 

On saura former les solutions générales des équations d'Abel et de 
M. Schrôder. 

Existe-l-il des fonctions uniformes qui restent invariables lorsqu^on 
effectue la substitution ç (:?)? Si d^ = o, toute fonction uniforme de b{z)^ 
de période i, répondra à la question. Sinon, il faudra prendre une fonction 

uniforme de b{z)^ de périodes i et o.'Kd^sj — i. Il y a donc une condition 
de possibilité : rf, ne doit pas être purement imaginaire et incommensurable 

avec -• Dans le cas où « = 2, cela revient à dire qu'il ne faut pas que 



4 

#1^ 2 ^ 



ry 2 

soit réel et irrationnel. 



5. Exemple I, — Reprenons la substitution j, = — £ — ;» où a est po- 
sitif. On a, dans S H- S'-f- R', une solution de l'équation 

\{z) — \(z,)~^-z 
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par la série 






et e'est la seule qui tende vers o avec z. De même, clans S-f-S'-f-R", 
on a 

\^-'~â\,'^\^-'^^i\ 4-...-+- |.-« — ^ -^ ••• 

Elles ne coïncident d'ailleurs pas dans S, car leur difl'érence 

;5 H- V ( 1- — ) (// ~ =b I , ± '>,... ) 

-^d \^i — na Z fia / 

a Torigine connue point singulier essentiel. On reconnaît Texpression 
même du développement de -cot— ^ auquel conduit le théorème de Mil- 
lag-Lefder. 

Exemple IL — Soit z^^=^zk/—^^ ,^ et jircnons comme déter- 
mination du radical celle qui se réduit à i pour j = o. On aura ici 



a 



Ù(Z) ~ :• 

^ ^ az' 

Plus généralement, soit 
et considérons la fonction :?, définie par la relation 

\{z^)zf'-^'— \{z)zP'-' — zP^'zf;^'—o, 

et dont la partie principale est z. On a 

Exempte 111, — a étant un nombre positif, pour fixer les idées, consi- 
dérons la fonction z^ = y/a^-h 2az — a, holomorphe dans le voisinage de 
;; = o. Ici 

\ ^^- /o * W-* /o «' 

On a 

— ^(z)-^diLz^=z—^ -h - Lz. 

z ô 

Si l'on se borne aux valeurs réelles dez, on voit que, si z estposilif, j„ 



K.:>/i 
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tend vers o quand // croît indéfiniment. Donc, dans ces conditions, 



liin 



nrrac 



fn — a ~h \ — ^f' 4- -î ^ V . • . -^- ■*- ^ \/'''~^" '^-^ j i =^ 2 <-/, 



Exemple IV, — Soit ^, = r"— i. On a 



IP y Z ) ~ "x tjZ — T". . .« 



Si l'on donne à z une valeur négalive, assez petite en valeur absolue, z,^ 

tend vers o. Par suite, nz„ a alors [)Our limite — 2; et n -\- -^ -\- 7: I^r,,, la 

fonction — tj(^z). 

Exemple V. — :^, = sinr. On a 

... \.z 

h(z) z=— -- -H -~ 4- 

Z' .) 

(^uand z est réel, z,i tend vers o pour n infini. On a 

lim n siii'^ siii sin. . .siii-3 1= — G, 



I i m 

Wr.-ao 



// C, -h — — O, 



lui) I /' 4- -j r- 



»_. » 



■/i 



.) 



= — h{Z), 



Exemple VI , — :J|=::L(i -h z). Je considère cette substitution dans 
le voisinage de Torigine 

•À L z 



h(z) 



3 



Quand z est ])ositif et petit, z„ a o pour limite, et Ton a 

lim n\.\i -^- \,[i ~\-. . .-^ L(j -h z). . .]]^zz2. 



n — X 



1„„ «__+ " =,-/,(z). 

n = X t -'n 'J 1 



. / I \ 



Exempte VII. - r, == :; -f- K ^ - j, F(- jetant bolomor[)be à Tinfini 
Si Ton pose j = — , -, -- 



-» on a 



^1 - 



i-+-r'F(3')' 



\ rentre alors dans le type des substitutions qu'on a considérées. On a 
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donc des fonctions de la forme 



h{z)=-'\> (^-\ - d, Lz -^ .i (^ 



11 y a là une généralisation des fonctions périodiques, la substitution 

étant :î -I- F( M au lieu de z -h o). 

Remarque générale, — Les solutions des équations fonctionnelles 
sont définies dans un petit domaine. On peut prolonger les fonctions 
ainsi obtenues dans les régions dont les points viennent, après un nombre 
fini de transformations, tomber dans le domaine primitif. Ceci suppose, 
bien entendu, que dans ces nouvelles régions, les expressions données qui 
figurent dans «les équations y soient encore définies. Par exemple, soit F 
un cercle à l'intérieur duquel existe une fonction u(z), et considérons une 
petite région dont la première transformée soit à l'intérieur de F. La valeur 

prolongée de u(z) est \^ - Le problème de l'extension des solutions se 

• TH 
ramène à l'étude des divisions du plan en parties se transformant les unes 
dans les autres, problème sans doute impraticable en général, si l'on sup- 
pose la fonction de substitution donnée par ses développements en série. 
Mais il est parfois possible d'étendre dans une assez grande région les 
fonctions dont on a établi l'existence, grâce à des circonstances particu- 
lières. En voici un cas : 

Exemple Vlll, — On donne z^=^ z -\- ~- On en déduit, au moyen du 

changement de variables de l'exemple précédent, 

s* ^ 

Si Ton considère un très grand cercle, la partie extérieure se compose de 
deux régions empiétant l'une sur Tautre et où existent respectivement 
deux fonctions ê{z) liolomorphes et peut-être distinctes. 

Le lieu des points pour lesquels | .j, | = | :? | est l'hyperbole 

(,on a posé :r = ^- -f-^y^— i). 
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Si Ton considère la lemniscate 

(C) 2(.r*-+-7')«H-r-(:r*-j*) = o, 

qui va aboutir aux sommets de H, les points de la région extérieure à II cl 
à C jouissent des propriétés suivantes : 

1° Le transformé P' d'un point P de la région appartient à la même ré- 
gion ; 

2** Si Ton se donne un cercle de très grand rayon, et si Ton assujettit P 
à lui être intérieur, le rapport des distances à Torigine de P' et de P est su- 
périeur à un nombre fixe plus grand que i, pourvu cependant qu'on laisse 
(le côté une bande très étroite longeant riiyperbole. Il en résulte que les 
fonctions b(z) et B(:j) peuvent être prolongées à l'extérieur de II et de G. 

De plus, on peut déterminer un cercle F, de rayon assez petit pour que, 
son centre élant à l'origine, les transformés de tous ses points se trouvent 
au delà du cercle à l'extérieur duquel les fonctions étaient primitivement 
définies. Donc, ce cercle F, les portions du plan extérieur à H, à G et au 
grand cercle dont on vient de parler, forment une région R dans laquelle 
existent les fonctions b(z) et B(:?). 

G. Cas oii la dérivée a un argument comme nsurahle avec 9.7r et un 
module égal à \ , — Nous allons considérer à présent une substitution 

OÙ I /, = I , l'argument de l^ étant commensurable avec 27:. Je suppose que 
/, soit racine primitive de l'équation 

On a 

Le coeflicient de z^ est nul, à moins que /{' = i, c'est-à-dire à moins que 
y — î ne soit un multiple de n. Donc 

Je suppose qu^il existe une fonction u(z), holomorphe à l'origine, 
telle que 
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Posons 



ctz 



On en déduit 



dû 






d'où 






/»" 



Comme, en vertu de son équation de définition, wn'a pas de terme en z', 
il est identiquement nul. Ainsi donc, on a l'équation 

(12) u(e,)^l{-^u^> 

Elle est analogue à l'équation (4). 

7. Étude d'une équation différentielle, — Avant d'aller plus loin, 
considérons la relation 

(,3) --^^' - ^^ 



u(y) u(z) 

à laquelle nous sommes naturellement conduits, -—ré tant toujours de la 
forme 

di "l— I dt , _ / t y ^ 

Si Z Z 

Cherchons les fonctions y de z, liolomorphes à l'origine, leur dérivée 
première n'y étant pas nulle. La solution générale est fournie par la relation 

C étant une constante arbitraire. Posons 

' y az 

les b étant des constantes et r\(^z) une fonction holomorphe inconnue. 

Soit d'abord /r = i . On a à exprimer que ^(y ) — ^(^) est holomorphe 
à l'origine, ce qui exige d'îibord a'"* = ât. Si a = i, on constate que b^^ 

Fac. de T. — XI. E.8 
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b.,j .. ., 6/_2 doivent être nuls, et la valeur dey) (o) est définie par la condition 

^/TO(0) 4- C =0. 

Il existe donc une fonction y fournie par l'égalité 

j 

Y](o) étant arbitraire. Si y](o) = o, on a simplenieuty = z. 

Si l'on prend pour a une autre racine i — i**'™* de i , la détermination de 
6^, ^25 • • •? ^1-2 s'effectue comme précédemment, et ces quantités ne sont 
plus nulles en général. On adoptera une certaine détermination pour La, et 
Y](o) sera arbitraire comme C. Mais, si l'on prend la fonction y qui corres- 
pond à C = o, elle jouit de cette propriété que y/_, = z, comme le montre 
l'équation (i4)« Oi^ a d'ailleurs 

Dans les deux cas qui viennent d'être examinés, c'est seulement lorsque 
C = o que y ou une de ses itératives se réduit à z. 

Soit maintenant ât ^ i . Il ne peut y avoir de solution holomorphe que si 
d^ = o, ce que nous supposerons. Il existe alors une solution pour laquelle 
yi(o) est arbitraire. 

8. Conclusion relative au cas énoncé plus haut. — Cela posé, revenons 
à la première question et à l'équation (12). Je dis que, 5ï (p(z) ne se réduit 
posa Zj r~* est égal à i. En effet, de Téquation (12), on déduit une fonc- 
tion b(z) telle que 

t[-'b{9,)= b{z) 4-C, 

l\-'b{e^)= b{Q,) 4-C, 



/5-*6(0,)^6(0,_,)-hC, 



et, par suite, 

(16) b{z,) = b{z) 4- C[i -H /;-»-+-. . .4- /'/-»»''*-*»]. 

C n'était pas nul en vertu d'une remarque précédente et de l'hypothèse 
que ?(^) est différent de z. Son coefficient dans l'équation (16) ne peut 
être nul, en raison de la même remarque et de la même hypothèse. Donc 
V~^ = I , i — i est un multiple de n. 
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Il résulte de là que la fonction b(z) donne une solution de l'équation 
d'Abel pour G. En posant 



on aura 



Si l'on pose 



(3(0)=:P(^)4-i. 



M\>(z) et P(z) joueront, par rapport à 0(z)j le mêmeVôle que B(z) et b(z) 
par rapport à ç(^). 

Remarque. — On a laissé de côté le cas où ç(^) = z. La fonction u(z) 
est alors arbitraire, et ce que nous avons dit ne subsiste plus. Mais prenons 
une fonction symétrique quelconque de z, 0,(:j), 62(;;), . . ., 0;,., (^), et ne 
se réduisant pas à une constante; elle restera invariable pour la substitution 
0,(z). Par exemple, choisissons 

Les racines /i*^™", qui sont holomorphes à l'origine, se permutent circu- 
lairement par la même substitution. Soit G l'une d'entre elles. On a 

(17) G(e,) = l,G{z). 

Elle satisfait à l'équation de M. Schrôder. On trouve donc ici, sans diffi- 
culté, les solutions générales de cette équation et de celle d'Abel. 

Pour former de pareilles substitutions 0, , il suffit de se donner arbitrai- 
rement une fonction G(z), ( Ji" ) ¥^ ^\ ^^ de résoudre l'équation (17). 

On remarquera l'analogie qui existe entre ces fonctions G et les racines de 
l'unité. 

9. Remarque sur le cas précédent. — On peut s'affranchir de la res- 
triction faite au début du n° 6. Il existe dans la région S -h S' -h IV une fonc- 
tion w(s) de la forme z^ç(z) où i^(z) est holomorphe et tend vers o avec z, 
qui vérifie l'équation (4). Je dis que pour des valeurs assez petites de Zj 
^/(O,) est défini en même temps que u(z). En effet, il ne pourrait y avoir 
doute que si l'argument a de /, était un multiple impair de l'angle (o de 
deux tangentes consécutives aux rosaces limites relatives à (p (*). 

(!) Voirie Chapitre ÎII. 
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Cela n'est pas : z étant dans le domaine considéré, supposons qu'on fasse 
croître p indéfiniment dans les expressions 

comme elles peuvent s'écrire 

9pn{^)i 9pni^l)f •••» 9pn(-n-l); 

elles représentent des transformés directs de z^ z^J ..., z^-^ qui tendent 
vers o. L'argument du rapport de deux consécutifs d'entre eux ^^" 7\ * c'est- 
à-dire de -^-^> tend donc à la fois vers a et vers un multiple pair de co. La 






fonction tv est donc encore définie et l'on a bien 






n' 



Or -7 tendrait vers o avec z, comme étant la différence de deux fonctions 

«> 

qui tendent vers i . Donc, en vertu d'une remarque faite au n" 2, w(z) est 
identiquement nul. On a donc encore 

Or, on peut démontrer directement que i — i est un multiple de n. En 
effet, les n points considérés plus haut 

sont infiniment voisins de n demi-droites tangentes aux arcs des rosaces 
limites, sens direct. Si toutes ces demi-droites ont été utilisées, /^ = ?* — i ; 
sinon, en opérant de nouveau en partant d'un point voisin de celles qui 
restent, et cela autant de fois qu'il sera nécessaire, on voit que / — i est 
multiple de n. 

Le raisonnement se poursuit donc comme plus haut. A chacune des deux 
régions fondamentales correspondent des fonctions ^(z) et ^s^(z) qui 
pourront, bien entendu, être confondues. 
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CHAPITRE V. 

PROBLÈME DE L'ITÉRATION DANS LE CAS EXCEPTIONNEL DEJA CONSIDÉRÉ 

TRAJECTOIRE D'UNE FONCTION. 



1. Itération de la fonction ç(^). — On sait que le problème de l'ité- 
ra tion d'une fonction 9(2) consiste dans la détermination, pour chaque 
valeur réelle de /, d'une fonction ^t{^) telle que l'on ait 

On pose 

?i(2) = 9(-) et 9o(5)=:5. 



Nous considérerons toujours les fonctions ç(^) de la forme z -\- g^z' 

Prenons dans la région S H- S' -h R' un point z\ On peut, dans la même 
région, décrire autour de z' un petit contour C tel qu'il n'y ait ni sur lui, 
ni à son intérieur, d'autre point z pour lequel on ait b(z) = b(z'). z' est, 

dbiz) 

de plus, racine simple de l'équation précédente, puisque , est de la 

forme ^, . >. > ^(^) étant holomorphe. Si donc on fait décrire au point z 

le contour C, d'une part le module de b{z) — b{z') aura un minimum 
différent de o; d'autre part, son argument variera de 211. Soit maintenant 
l'expression b(^z) — b(z') — t. Son argument variera aussi de 211, si / est 
assez petit en valeur absolue. Il en résulte que l'équation 

définit une itérative <fe{^)j en supposant que t soit une quantité réelle de 
module inférieur à un certain nombre T. On peut même supposer T fixe 
pour tous les points z à l'intérieur d'une portion P de la région considérée 
de laquelle on aura déduit une zone limite. 

Or, si l'on prend les transformés z\, s'^, . . ., z'^^ des points tels que z'j et 
ceux C^, Ca, . . ., Cn des contours tels que G, le nombre T reste le même 
pour tous, car le minimum du module de b(z) — b(z') n'a pas varié de 
l'un à l'autre. Donc, on peut décrire un contour intérieur à celui de 
S -h S' H- R', aussi voisin de celui-ci que l'on veut, passant par l'origine. 
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tel que tous les transformés directs des points intérieurs soient encore à 
son intérieur, et définissant enfin une région I pour laquelle T est invariable. 

Cela posé, partons d'un point z' de I, et faisons varier /, nous obtenons 
un point z qui décrit une courbe. Lorsque, étant arrivés en un point z'\ 
nous avons atteint la valeur limite T, nous recommençons à partir de ce 
point, et nous pourrons ainsi prolonger la courbe tant que nous n'aurons 
pas quitté le domaine I. Je dis que, lorsque i varie dans le même sens, le 
point se déplace dans un sens bien déterminé. En effet, w(>j) ne s'annule 
qu'en o. D'ailleurs, pour un certain sens, on doit obtenir les transformés 
directs. Donc, lorsque i croît, et il pourra croître indéfiniment, le mo- 
bile qui décrit la courbe passe par tous les transformés des points qu'il a 
une fois rencontrés. Le sens ainsi défini, et qui est le même pour des 
courbes infiniment voisines, est le sens direct. 

Ces courbes peuvent être prolongées dans le sens inverse jusqu'à l'ori- 
gine, lorsqu'elles sont situées dans S, au moyen de la transformation 
9_,(-3) indéfiniment répétée. C'est le même procédé qui sert à prolonger, 
par exemple, les fonctions f^(^) et ^(^) relatives à S H- S'-f- R' dans la 
région S". 

On peut raisonner de même relativement à la région S -h S"-f- R". Par 
suite, on a défini : i° pour chaque valeur réelle de t une itérative au moins 
Çf dont l'ensemble satisfait évidemment aux conditions posées au début; 
2® des courbes passant par les transformés d'un point. 

Nous allons reprendre la question des itératives en supposant u(^z^ holo- 
morphe en o, et nous ne chercherons que des fonctions holomorphes en 
ce point. 

2. Casoîi une fonction u est holomorphe en o. — i^ p étant un entier 
positif, soit à déterminer ç^. On sait qu'il existe une fonction (p^, et on 
peut la former. Si l'on connaît b(z), on a 

équation qui définit ç^, pourvu qu'on pose la condition 

2" Cherchons ç, , C'est chercher une fonction 0, telle que 

p 
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Elle vérifie nécessairement une équation de la forme 

d'où Ton tire 

b{6p)=:b{z)-hpC; 

Gp sera précisément ç si pC = i, et si de plus ( ^ ) = i, c'est-à-dire si 

Ton a pris (même numéro) a^=i. On doit de plus avoir a'~*==i. On 
peut toujours satisfaire à ces deux conditions en prenant a = i . Donc il 
existe une fonction Çj commençant par z et définie par l'équation 



(I) 6/ç \3z:6(^)+- 



I 
P 



Il n'y a pas d'autre solution, si p et i — i sont premiers entre eux. Dans 

le cas contraire, on aura d'autres fonctions (p, définies par cette même équa- 

p 
tion (i) et commençant par az («^ i). Le nombre total des solutions 

est égal au plus grand commun diviseur de p et de t — i. En particulier, 

si i = 2, ce qui est le cas général, il n'y a jamais qu'une solution. 

3^ p et q étant deux entiers positifs, premiers entre eux, déterminons 

<fpj c'est-à-dire une fonction telle 

On devra avoir 

b{e) = b{z)-{'C 

et 
Mais 

Il faut, par suite, que C = - et de plus que ( •^) = i • Comme précédem- 
ment, on pourra encore prendre a = i, et il y aura d'autres solutions si q 
et i — I ne sont pas premiers entre eux. 

4*^ t étant un nombre irrationnel positif, on posera, en général, 

(2) b((pt)=^b{z)-\-e, 

en choisissant a = i . 

Enfin, si t est négatif, on doit avoir 
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Donc 

b(z)z=zb(^t)-^t. 



6(9<)=: b(z) -\- 1. 



<p_f =: az -f- 



et, par suite, 
De plus, si 

il faudra prendre 

(^t'=- — az -\- . , . , 

Ainsi donc, c'est l'équation (2) qui servira à définir ç, pour toutes les 
valeurs réelles de /; et l'on prendra a = i , sauf, si l'on veut, dans les cas in- 
diqués plus haut. /' et t" étant alors deux valeurs quelconques de /, on dé- 
duit de l'équation (2) 

et par suite 

9/(9r) = 9'-»-''» 

en vertu des hypothèses faites. 

Remarque L — Étant donnée une fraction -» nous l'avons supposée ré- 
duite à sa plus simple expression pour définir ç„ ; c'est que la détermination 



p 



de ç^ par l'égalité 

7 






conduirait à un plus ou moins grand nombre de relations, suivant la valeur 
de q. Ainsi, si q est premier avec t — i, ç^ n'aurait qu'une valeur, tandis 

que 9^(/-.i, en aurait « — 2 autres en dehors de celle-là. 

q[i-\) 

Remarque II. — Il n'est pas étonnant que, lorsqu'on ne faisait pas 
d'hypothèse sur u{z)^ on n'ait trouvé qu'une itérative pour chaque valeur 
de / dans le domaine I; car, lorsqu'il y en a plusieurs, leurs valeurs, pour / 
très petit même, ne sont pas infiniment voisines. 

3. Trajectoires. — La notion des trajectoires d'une fonction 9(^) 
semble intéressante pour l'étude des équations fonctionnelles où elle figure 
comme fonction de substitution. 11 faut entendre par le mot trajectoires 
des courbes telles que tous les transformés par <p, d'un point quelconque 
pris sur l'une d'entre elles, soient encore sur cette même courbe. On peut 



SUR LES ÉQUATIONS FONCTIOXNFXLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. E.65 

encore dire qu'elles sont individuellement invariantes par la substitution 
donnée. 

Nous allons chercher à définir un faisceau de trajectoires dans le voisi- 
nage d'un point racine que Ton placera à l'origine, en écartant le cas où, 

-^ étant égal à i , l'argument serait incommensurable avec a-. 

(iz 

Premier cas : (^ ) = ^r n'est ni nul, ni égal à i en module. M. Kœ- 
nigs (*) a établi la formule d'itération 

(3) B(9,) = a'B(0, 



. . . • 



où B(z) est de la forme z -h c^z'' 

Considérons un cercle G ayant son centre à l'origine, à l'intérieur du- 
quel B(c;) soit holomorphe et ne s'annule qu'en O, et — — — ^ n'ait pas de 

racine. Adoptons une détermination pour La. 

Si Ton prend un point z à l'intérieur de C, l'équation (3) définit une 
fonction ç^ holomorphe de / au voisinage de / = o, où elle se réduit à z. 

On a 

. f^ B(.-) 

dz 

et l'on peut construire la courbe ainsi définie dans le voisinage de z. Pre- 
nant alors sur elle un point z'^ on raisonne sur ce point comme sur le pre- 
mier et l'on pourra donc prolonger la courbe indéfiniment, tant qu'on ne 
sortira pas de C. On aura ainsi une trajectoire de <p, ou du moins une por- 
tion de trajectoire. 

Si La est réel, on obtient un faisceau de courbes passant toutes par 
l'origine qui est leur seul point commun. 

Si La est imaginaire ces courbes, qui ne se coupent pas, ont l'origine 
comme point asymptote. 

Pour z voisin de o, on a approximativement 



fê).=='- 



Par suite, la forme limite du faisceau est, dans le premier cas, un faisceau 



(M Annales de V École Normale, |885. 
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de droites passant par o; dans le second, un faisceau de spirales logarith- 
miques. Celte forme limite est réalisée pour les substitutions telles que 

Remarque, — Comme il existe pour La une infinité de déterminations, 
nous avons obtenu une infinité de faisceaux de trajectoires. Ce sont les tra- 
jectoires des groupôs de transformations définis par Téquation (3). On peut 
en trouver bien d^autres systèmes. Il suffit pour cela de considérer Téquation 

(4) B(cp,)=ia'B(;:) + F(:;,0, 

où F s'annule pour toutes les valeurs entières et positives de /. Cette re- 
marque s^appliquc aussi aux autres cas. Mais nous considérerons toujours 
comme trajectoires principales celles qu'on définit par les formules d'itéra- 
tion. 

Deuxième cas. — Les dérivées de ç sont nulles jusqu'à l'ordre i exclu- 
sivement, à l'origine. M. Grévy(*) a démontré l'existence d'une fonction 
u(z) nulle à l'origine, qui est racine simple et où elle est holomorphe, telle 
que l'on ait 

... d(^{z) . dz 



//(9) u{z) 

On en déduit, par des raisonnements analogues à ceux du Chapitre pré- 
cédent, qu'on peut trouver une fonction /(.s), intégrale de — r^r à un facteur 

constant près, qui jouit des propriétés suivantes : 
i« On a 

2° L'équation 

/(7)-/>/(^) = C, 

où C est une constante et p un entier positif, définit une fonction y^ holo- 
morphe à l'origine, qui est racine d'ordre/); 
3 ' L'égalité 



(6) /(c^,)-i^f{z)=^ 



l'-i 



I — 1 



fournit la formule d'itération pour ç. 

11 en résulte que l'équation (6) permettra de construire, à l'intérieur d'un 



(t) Thèse, p. 4i. 
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certain cercle C, les faisceaux de trajectoires principales. Il est naturel décon- 
sidérer ici spécialement celui qui correspond à la valeur réelle de Li. On a 



( 



/(^) 



.^^_± 



dz 



On en conclut les mômes propriétés que plus haut pour ces courbes, 
au sujet de leur prolongement. 

Troisième cas : ^ = i . — Nous conservons les notations du 

Chapitre IV. 

Nous avons déjà vu que, dans le domaine I, une équation 

(7) b[<^,]=b{z)-^l 

définit une fonction (p^ holomorphe de z et de /. Nous savons que les tra- 
jectoires peuvent être (pour celles situées dans S) prolongées dans le sens 
inverse jusqu'à Torigine. 

On peut opérer de mémo dans le domaine analogue à I et que j'ap- 
pelle r. On obtient ainsi deux faisceaux de trajectoires [pouvant être 
définis d'une manière unique, si les deux fonctions h{z) coïncident] et 
qui, dans R, sont telles que lorsque deux courbes des deux faisceaux ont 
un point commun, elles ont aussi en commun tous ses transformés directs 
et inverses. 

On a 



( 



^L.="<='- 



Les trajectoires ont la forme de rosaces à i{i — i) branches (du moins, 
celles qui sont entièrement à l'intérieur du cercle fondamental), qui se cou- 
pent à l'origine sous des angles égaux; les branches des différentes trajec- 
toires sont tangentes entre elles en ce point; celles d'un même faisceau 
s'enveloppent les unes les autres. On peut partir de courbes d'amplitude 
aussi faible que l'on veut; on arrive progressivement à des courbes tan- 
gentes à C; puis on ne trouve plus que des portions de trajectoires arrê- 
tées au cercle limite. 

Pour z voisin de o, on peut prendre, quel que soit le faisceau. 



m.-.r-"-'- 
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En transformant encore le réseau dans le réseau des parallèles aux axes, 
on trouve facilement que les substitutions cherchées vérifient l'équation 

où a ci b sont des constantes, la première réelle. 

Inversement, si la substitution j, est donnée, l'équation précédente dé- 
finit les fonctions /(:;) correspondantes. 

Considérons, en particulier, le cas où z, = j -i- o) (qui rentre dans ceux 
qu'on a examinés). On aura, en posant/(5:) -f- A = F(z) 

F(w -h co) = a F{z) 4- ^> -h A(i — a). 

Si « ^ r , on peut prendre & -h A (i — a) = o, et l'on a 

F{z-h(>>) = aF(z), 

et, si a = 1 , 

/(5-+-w)^/(5)-h^; 

de sorte que les fonctions 
dans le premier cas, et 

dans le second, sont des fonctions de période o). 

Exemple. — On considère le réseau formé des hyperboles équilatères 
qui ont les axes de coordonnées pour axes ou pour asymptotes. Il s'obtient 
en partant de /(z) = z^. Donc les substitutions qui le conservent sont dé- 
finies par l'équation (*) 

où a est réel. Si b est nul, on a simplement une transformation homothé- 
tique par rapport à l'origine. Si a = i, 5' joue le rôle de la fonction b(z) 
du Chapitre précédent. Si a^i^ il existe une constante A telle que z^ -{- A 
vérifie l'équation de M. Schroder. 



(*) M. Kœnigs a considéré cet exemple de substitution. 
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CHAPITRE VL 

LKS ÉQUATIONS D'ABEL ET DE M. SCHRÔDER POUR PLUSIEURS VARIABLES 
ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE. - RACINES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 



1. Soient n variables indépendantes a?,, x^, ..., x,^ et une substitution 

^ \ ^^ 9i'^l' • • • > "^njy 

i 9 

X f^ nz ^^ \OC\j . . . t ^n)9 

les fonctions ç étant holomorphes et nulles à l'origine. Nous poserons 

Nous poserons l'équation suivante, analogue à celle de M. Schroder, et 
qui en est une généralisation, 

où /Ir et B désignent une constante et une fonction inconnues. Cest cette 
équation que nous nous proposons d'étudier dans des cas assez étendus. 

2. Équation caractéristique. — Gomme au Chapitre I, on appelle Aa 
le déterminant des coefficients des B d'ordre a dans les équations dérivées 
de cet ordre qui proviennent de la relation (2). Cette expression dépend 
de k. Il est clair que, si Ton cherche une fonction B holomorphe à l'origine 
et dont les dérivées partielles ne soient pas toutes nulles en ce point, il faut 
que l'on ait 

L'équation 

(3) ^M^o 

sera dite équation caractéristique relative à la substitution (i). 

Supposons que k soit une racine de (3). Il sera possible, si les a satisfont 
à certaines conditions, d'appliquer le théorème fondamental établi aux 
Chapitres I et II et, si Aa(^) est différent de o pour toutes les valeurs de a 
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supérieures à 1. De là, rutililé de connaître les racines de Téqualion 

(4) l^(s) = o. 

Construction des racines de Véqaation Aa(.ç) = o. 

Si 5, , ^2» • • -7 "^/i ^^'^^ ^^^ racines distinctes ou non de A, {s) — o, et si /, , 
/a, . .., /;j désignent des quantités indéterminées, les racines de l'équa- 
tion Ag^(s) = O sont, abstraction faite des facteurs numériques corres- 
pondants, les coefficients des t dans le polynôme (^, /, -f- ^^ ^2 "^ •••"+• */* O** 

Ce résultai s'établit facilement comme il suit. Supposons les ç réduits à 
leurs termes du premier degré, et admettons d'abord que Téquation carac- 
téristique ait ses racines distinctes. L'équation (2) admet alors n solutions 
différentes, formées de polynômes du premier degré relatifs au\ diverses 
valeurs de s. Soient B,, Bo, . . ., B;, ces polynômes. On aura 

Par suite, si a, -h a^^ -h. . .4- a,, = a, les quantités .s*'5*\ . .^"^ sont racines 
de Aa(5) = o. Si elles sont distinctes, ce qui est le cas général, on a ainsi 
toutes les racines, et elles sont bien fournies par la règle indiquée. 

Si nous supposons maintenant que plusieurs expressions 5*' 5**... 5^" soient 
égales, ce qui comprend, en particulier, le cas de plusieurs s égaux, nous 
n'avons qu'à modifier un peu les quantités a de manière à retrouver le cas 
précédent. Le fait que les racines des équations telles que Aa(^) = osont 
fonctions continues des coefficients nous conduit à constater que la règle 
est générale. 

Propriété importante des racines de l'équation caractéristique. — 
Voici, au sujet des conditions imposées au théorème rappelé plus haut, une 

propriété importante : Si les modules des a sont inférieurs à -? ceux des 

racines de l'équation caractéristique sont plus petits que 1. 

11 suffit évidemment de faire la démonstration pour le cas où elles sont 
distinctes. Ne retenons des substitutions que les termes du premier degré, 
on aura 

• 9 

./'',! iz: a„i .a^i H- ûr„2 ^j -f- . . . -h ci„„ x„ . 

Effectuons de nouveau la même transformation. Nous aurons des rela- 
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lions de la forme 



ce I d^^X \ -T~ . • • "4" ^ 1 ;| <3?/| 9 



^n — 0>n\*^\~^ ' • '"^ ^nn^n> 



en posant f^^^{x^l\ . . ., x\l^) =fp^'\x,, . . ., Xn)\ et les modules des a^'^ 
sont encore inférieurs à -• 

n 

D'une manière générale, cette condition est satisfaite à la ^*^™« substitu- 
tion obtenue 



a^P^z= a^P-'^x,-^ . . ,-^ aZ:'' a^n- 



Or on peut trouver n formes linéaires distinctes X,, X^, ..., X,,, telles 
que 

X(t) — ç Y \{\) — ç V 

On en déduit 

XiP) — çP Y Y '''^ — ^P\ 

I — ôjA-i, •••9 -^n — ^n^^nf 

de sorte que les racines de l'équation caractéristique relative à la p^^""^ trans- 
formation, A^P^(s) = o, sont ^^, . . ., s^^. 

Si l'une des quantités ^,, . . ., s^^ avait un module plus grand que i, une 
racine de A^f'^s) = o croîtrait indéfiniment avec p, ce qui est impossible. 

Cas étendu ou Von peut appliquer le théorème fondamental des 
Chapitres I et IL — Ces deux propriétés établies, il résulte de la première 
que J^a(^) ne sera jamais nul, si l'on n'a aucune relation de la forme 

OÙ les Xi sont des entiers positifs ou nuls de somme plus grande que i . 

Dans cette hypothèse, nous pouvons appliquer le théorème fondamental 
du Chapitre I [et il existera donc une relation holomorphe de l'équation (2) 

relative à /Ir] si tous les a sont en valeur absolue inférieurs à -> ou si, tous 

les apg étant nuls pour p^ q^ les app (c'est-à-dire .ç,, 5^, ..., s^) sont d'un 
module inférieur à 1 . En particulier, toutes les racines de l'équation carac- 
téristique pourront être distinctes et satisfaire aux conditions précédentes. 
Les n solutions dont on disposera alors seront indépendantes. Si l'on admet 
pour un instant, ce qui sera prochainement établi, qu'on peut effectuer un 
changement linéaire des variables de manière que les nouvelles quantités a 
soient nulles sauf les a^^, ce fait devient évident. 

Fac. de T. — XI. E. lO 
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On peut alors choisir les fonctions trouvées B,, Bj, . . ., B;, comme varia- 
bles. Toute autre solution est alors de la forme 

avec la valeur de A' : 5^;... 5,^'*; S désigne une fonction quelconque restant 
invariable par la substitution (i). Posons 



LB, 


... y 




6',"-n-ft„ 


• • • » 


b',y-i-^h„ 



on a 



Toute solution de l'équation d'Abel s'obtient par la formule 

il étant une fonction quelconque qui demeure invariable quand on ajoute i 
à tous ses arguments. L'expression ^ n'est autre qu'une pareille fonction 12. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Premier résultat. 

Théorème I. — Si les racines de l'équation caractéristique sont diffé- 
rentes de o et ne vérifient aucune des relations 

ç . Ç*l Ç^l ç^« 

où les OL sont des entiers positif s ou nuls et si, de plus, les modules de 5, , 
^2, . . ., 5„ sont inférieurs à i, l'équation de AI. Sc/i rôder admet n solu- 
tions holomorphes distinctes B^, ..., B^, dont les dérivées ne sont pas 
toutes nulles à l'origine. 

On en déduit aisément la forme des solutions générales de cette équation 
et de celle d'Abel. 

3. Avant d'examiner différents cas plus particuliers, nous allons établir 
le lemme suivant : 

Lemme de m. Poincaré. — Soient les n formes linéaires 

(6) yp-^apxX^-Jf. . .-\- apgXg-\-, . .^ QpnXn (/? = '» 2, ...,n). 

Supposons qu'on effectue simultanément les substitutions 

(7) 1 / , . (£ = i,2, .. .,/^), 



SUR LES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES A UNE OU A PLUSIEURS VARIABLES. E.75 

de manière qu'on ait 

(8) y'p — a'p\ J?'i 4- . . . -+- a'p„ x'^. 

Désignons par ^, , ^j, . . . , ^,, les racines de l'équation caractéristique rela- 
tive aux a : 

ail — '^ ^11 • • • ^i/i 



A(*) = 



• • • 



^/il ^ni • • • ^nn ^ 



o: 



il est possible de choisir des substitutions (7) indépendantes, de telle sorte 
que : 

1" ^'pç=^ pour g>p', 

3° à^^ = o pour g <^p^ à l'exception des a^^ pour lesquels Sp=^ Sg. 
De plus, en imaginant les racines égales affectées d'indices successifs, 
soit une racine d'ordre r : 

et supposons que le déterminant principal de ^{s„^) soit de degré 

n—JU<r), 
on aura a'^^ = o pour 

lïK^p'im -\- j — I , m^q <. m -\- j — i , 

Cette proposition, dans le cas où les s sont tous distincts, est fréquem- 
ment employée ( * ). 

Elle a été énoncée dans ses parties essentielles par M. Poincaré (^), qui 
s'en est servi dans l'étude d'un système d'équations fonctionnelles. 

En voici une démonstration, basée sur les remarques suivantes : 

Plusieurs substitutions effectuées successivement sont équivalentes à une 
seule. 

Les racines de l'équation A(^) = ose conservent avec leur degré de mul- 
tiplicité après de pareilles transformations. 

ôy'- 
En écrivant de deux manières différentes -f-^ j on obtient les relations 



^P IlipClpq = ^r hrqO'ir 



(») Voir y par exemple, Picard, Traité d* Analyse, t. IH, p. i3 et 199. 
(') Journal de Liouville, p. 319; 1890. 



i:.76 

qui, développées, deviennent 
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(9) 






^iq"ll -+-... H- cinq II in 



^11 /'l7 



-4-5s/'î7» 



Cf\q'^n\ ~H Ciiqn,fi "H • • • -h OLnq'hin — ^n\ "\q~^ ^/ij 'hq~^ ... -h Sn'inq» 



Un cas particulier suffira à mettre le raisonnement en évidence. 

Supposons que s^ soit une racine d'ordre 5 et que le degré du détermi- 
nant principal de A(5,), soit n — 3. On peut d'abord, par une substitution 
préalable, admettre que 



a^x = Cl 



ts 



^33 — ^\y 



les autres éléments des trois premières lignes de A (5,) étant tous nuls. On 
a ainsi 

^1 — s o o 000 



â(5) = 



o 

o 

a 



a 



il 



n\ 



.Vl — S 






O 



000 



5, — S O O O 



i 



a 



iS 



a 



ni 



a 



m 



r3(5) 



o{s) = o admet 5, comme racine double. 

Or, dans les conditions actuelles, pour satisfaire aux systèmes fournis 
par les trois premières équations (9), il suffit de prendre 



pour /> > 3 et 



hip=/lin= /i3«=o, 



"11» "12» ''i3» 
fi n I , ^' 2 2 > "23» 

''si» ''32» ''33 



quelconques, leur déterminant étant seulement assujetti à être différent 
de o. 

Cherchons à satisfaire, en outre, aux quatrièmes équations (9). Puisque 
ô(.ç^) = o, on peut certainement trouver un système de valeurs de h^^, 
/t^5, . ..,/f,,,, de manière à satisfaire à ces équations pour 5^^ 4; ^^ si on 
laisse /l^^^ h^^^ A^, arbitraires, on obtient trois relations de la forme 

cr\ihiq-f-a\^hiq-i- a\^hj^q= \q {q — i, 2, 3), 

qui déterminent a\^^ a\.,^ a\.^. Il est clair qu'on peut adjoindre aux h déjà 
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choisis d'autres tels que leur déterminant général soit différent de o. Cette 
substitution effectuée, et les mêmes notations que plus haut étant prises, 
on a 



l(s) = 



5, — S 
O 
O 

«51 



O 

Si — S 

O 

«61 



O 



O 



o 



o 



o 



o o 



5, — S 



O O 



a 



43 



.V, — S O 



O 



O 



O 



O 



a 



53 



a 



5V 



a 



/M 



a 



/Il 



a 



n3 



a 



nk 



à(s) 



Pour satisfaire aux trois premières équations (g), on adopte pour 

les mêmes valeurs que précédemment. 

Pour satisfaire aux quatrièmes équations, on prend 

et h^^^ Aji2, /t43 arbitrairement. 

Nous cherchons, cette fois, à vérifier de plus les cinquièmes équations. 
S(5,) étant nul, il existe un système de nombres 7*55, //30, . . ., h^„ (|ui les 
vérifie pour §^^5; et, si on laisse quelconques h^ty/i^^^^ • -î'-^ôn ^'i aura, 
pour déterminer, a',,, . . ., a'g^ des relations 

«'5 1 ^' 17 -+- «6 s /'29 -+- «'s 3 ^'37 H- « 6 4 ^w = ^9 (7 = 1,2,3,4), 

admettant une solution unique. Ici encore, nous pourrons compléter le 
système des A, de manière à définir une véritable substitution. 

En ce qui concerne 5,, la proposition est donc établie. 

// est important d'observer qu'on ne pourrait pas trouver des quantités 
h^g qui vérifieraient les nouvelles relations 

ou, plus exactement, on n'obtient de pareilles égalités que par des combi- 
naisons linéaires et homogènes des cinq premières. 

On voit facilement que le raisonnement indiqué s'applique successivement 
aux différentes racines de l'équation A(s) = o. 

Remarque. — Nous utiliserons moins l'énoncé même du lemme précé- 
dent que le fait qu'il est possible d'obtenir les égalités (9), les a' ayant les 
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valeurs indiquées, et qu'il n'est pas possible d'avoir plus de r relations 
distinctes relatives à une racine d'ordre r. 

4. Classification des racines de l'équation caractéristique. — Dans ce 
qui suit, nous supposerons essentiellement que les a satisfont aux conditions 
du théorème déjà plusieurs fois rappelé, c'est-à-dire que les racines de 
l'équation caractéristique sont distinctes et inférieures à i en module ou que 

les a sont, en valeur absolue, plus petits que -• De plus, les valeurs de s 

sont toutes différentes de o. 

Cela posé, les relations de la forme (5) intervenant dans l'application du 
théorème fondamental, il est naturel de penser qu'elles vont jouer un rôle 
important et, par suite, de classer d'après elles les racines de l'équation 
caractéristique. Ces relations sont nécessairement en nombre limité, car 
des expressions de la forme 5*' . . . 5*" tendraient vers o quand a, 4- ... -h a,, 
croît indéfiniment. 

Voici quelques remarques immédiates : 

Dans le second membre d'une relation résolue par rapport à s^ ne peut 
pas figurer cette racine, car de 

o — - çO(| ça,- çOi« 

on déduirait 

I Ç*« Ç^i— I Ç*n 

ce qui est impossible, puisque 

Si Si est résolu par rapport à 5y, Sj ne l'est certainement pas par rapport 
à Sj ; supposons en effet que 



" / — — «I •..Uj'..«^ 



B 



l 0| ...0^'...^^^, 



Sj z= 5*' ... sfi . . . sj^" ; 

on en conclurait 

Plus généralement, si s^ est résolu par rapport à Sjy Sj par rapport à S/^j etc. , 
aucun de ces nombres ne l'est par rapport à Sf. 

Nous allons en conclure la possibilité de classer les s en espèces telles 
quune racine ne s'exprime qu'au moyen de celles des espèces précé- 
dentes. 
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Si Ton considère plusieurs valeurs distinctes des 5, s\^ s[^ . . ., ^' , il y en a 
certainement parmi elles qui ne s'expriment en fonction d'aucune des 
autres; car, si s\ s'exprime en fonction de s^j s'^ ne s'exprimera pas en fonc- 
tion de s\j mais peut être de Ç3, par exemple. Donc, au moins pour le p^^"^^ 
nombre, la condition indiquée sera réalisée. En particulier, il existe des va- 
leurs de s auxquelles n'appartient aucune relation : elles formeront la pre- 
mière espèce. Parmi celles qui restent, il en est pour lesquelles les relations 
correspondantes ne contiennent que des racines de première espèce : elles 
constituent la seconde espèce ; et ainsi de suite. Les racines de la /Ir*^™* espèce 
s'expriment au moyen des racines précédentes seulement, et certainement 
au moyen de quelques-unes de la /Ir — 1*^™* espèce. 

5. Racines de première espèce. — Nous nous proposons de montrer 
qu'on peut faire correspondre à chaque racine d' oindre r, r fondions 
liolomorphes desquelles on déduira r solutions de V équation de 
M. Schrôder. 

Occupons-nous d'abord des racines de première espèce. 

S'il s'agit d'une racine simple, nous savons déjà qu'elle permet de déter- 
miner une solution holomorphe. Soit donc une racine /f, d'ordre r de mul- 
tiplicité. 

D'après le lemme, on peut (en supposant k = St^ ce qui évite un indice 
supplémentaire et ne modifie point les raisonnements) trouver des quantités 
h telles que l'on ait 



^l^"ri H" ^iq^rt"^ ... -h Onq^rn — ^rl ''l7"^~ ^rj "iq~^ . . . -+- (^ rr \ "r-iq~^ ^'"rq- 

II existe donc Une fonction holomorphe /\ (xt , iPa? • • • ? ^/i)> ^^^^ que 
une fonction f^y telle que 

en général une fonction/^ (p^r) vérifiant l'égalité 

Les dérivées de ces fonctions, à l'origine, sont constituées par le Tableau 
des h. 
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Soit 

Par exemple, on peut prendre 






Et posons 



4- fm^i{c'['"'b 4- c;*-^6' 4- ... 4- C?'-* 6' ) 4- . . . 

-t- /i (c} 6 4- CÎ 6' 4- . . . 4- c; 6^' 4- . . . 4- ci,_i ^'"-» ). 

Nous allons voir qu'on peut choisir les constantes c à deux indices de 
manière que Ton ait 

Cette relation développée s'écrit 

I ^/;i I /l -*- «'/«î /î ■+" • • • ■+" ^'//i,m-i /m-l ~^" ^//« ! 

4- j^m-i,i/|-+-«^,*-t,î/s-t-- . .^- ^'//i-i,///H-- • --^ «m-i,m- t/m-î-^- ^'fm-l\ 
X JC^'-»(I4-/>^)J4-... 

X j cT'-'Ci 4-6)4- <-'(! 4- 6)« + . . . 4- c)(i 4- 6y 4- . . .-+- cj^-i (' + 'O'""* } 



4- A/i j C| (I 4- 6) 4- ci(l 4- />)'4- . . . 4- c)(l 4- 6y 4- . . . 4- ci,_ , (I 4- 6)"*-' j 

:= Ar//n+ f^^U^xC'r' b 4- k/,n-t{cr' b 4- Cg'"» 6' ) 4- . . . 

4- kf.n-ii.c'^-'b 4- c;''-^6«4- . . . 4- cf-'6-'4- . . . 4- c^-^ b^) 4- . . . 
4- /'/i(cî />,4- cj 6^4- . . . 4- c)6>4-. . . 4- c;„_, 6"-' ). 

Les produits des termes en k avec les termes de degré le plus élevé dans 
les développements de (i -h by disparaissent. 

Nous allons déterminer les c par cette condition que les coefficients des 
expressions de la forme fm-jb^{p <C /) soient nuls. Dans un pareil coeffi- 
cient peuvent entrer des termes de deux sortes, les uns contiennent A*, les 
autres une lettre a\ Pour que le «*^'™® produit du premier membre con- 
tienne un terme de la première sorte, il faut que i = j\ les c qui y figurent 

sontalorsc;V/,c;;^, ...,<"'. 

Pour qu'il donne un terme de la seconde sorte, il faut que j > i et /?5i ; 
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donc pSi<^j] on aura donc des c tels que 

^ p 9 ^p-i-i 9 * ' • 9 ^ p-^s 9 • • • > ^i 

avec m — iy>m — j, 

II est évident que lorsque dans une équation une seule quantité c sera 
inconnue et sera contenue dans un terme de la première sorte, elle se trou- 
vera déterminée. 

Or, supposons connus tous les cj' où A' > m — y, et remplaçons succes- 
sivement p par y — I, y — 2, y — 3, . . ., o. En égalant à o le coefficient 
de /rn^jb'*, on aura des équations .qui ne contiendront comme inconnues 
que 

Cy y ^J—\ > ^J 9 ..'.> 0| , Oj , •••> t'y 

inconnues se trouvant dans les conditions précédentes, et Ton pourra ainsi 
calculer successivement 

t-y y j—\ ' • • • > ^1 

On voit donc que lorsqu'on connaît les cjj où h' > m — y, on peut cal- 
culer les c^"-'. D'ailleurs c^"* se tire de Tégalité 

Nous pouvons, par suite, énoncer le théorème suivant : 

Théorème II. — ^4 une racine k de première espèce et d^ ordre r corres- 
pondent r fonctions holomorphes y<, f^^ . . ., frt de chacune desquelles 
on déduit une fonction B vérifiant l'égalité 

B;„ est de la forme 

J m "r- J m — tSmA "r" • • • "t" Jni — i^mJ ~t~ • • • > Jl é{rn,m — li 

OÙ gfni désigne un polynôme de degré i au plus en b, à coefficients nu- 
mériques qui peuvent être calculés sans la connaissance des fonctions f. 



Fac, de T. — XI. E. I I 
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CHAPITRE VJI. 

RACINES D'ESPÈCES SUPÉRIEURES. — CONCLUSION. 



l . On se propose, dans le Chapitre actuel, d'étudier les racines d'espèces 
supérieures, et de tirer ensuite les conclusions relatives à Téquation de 
M. Schrôder. 

Pour passer des fonctions holomorphes que nous définirons aux solutions 
qu'on en peut déduire, nous aurons à nous appuyer sur un théorème que 
nous allons énoncer tout d'abord. 

Théorème auxiliaire. 

Théorème I. — Soient p racines de première espèce A*,, /fa, ..., kp 
cV ordres r^, r^, ..., r^, de V équation caractéristique ^ et k une autre 
racine quelconque^ telle que k = A"'/f*'. . .k^f. Soient, d'autre part, /< , , 

/i 2, . . . , /i,, ; /2 n • • • » A , ; --'^/pay '"^ fpr, l(^^ fonctions holomorphes 
qui leur correspondent. 

t étant un entier non négatif quelconque et Q» un polynôme de la forme 



OÙ 

Ci 1 H- O*! j -4- . . . H- (Jxr^ 1= ai . . . ff^i -+- (7 p% 4- ... -H (Tprp.= Otp, 

on peut trouver un polynôme ?«, et un seul de la forme 

1 

où 

tel que l'on ait 

La démonstration repose sur ce fait qu'il existe des constantes A pour 
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lesquelles 



Les détails du calcul, un peu fastidieux, ont été rejetés dans une Note, à 
la fin. 

2. Proposition concernant les formes linéaires. — Pour établir Texis- 
tence des solutions holomorphcs déjà annoncées au Chapitre précédent, 
nous nous servirons des propriétés suivantes : 

Première propriété, — Si Ton a n formes linéaires distinctes 

Firz:/l,iJ7, -^//„J7, -h. . .-h h^n^n. 



¥n — hn\Xx -4- hntOC^-\- . . . -f- h^n^nj 



et si, a étant un entier positif, et X,, Xj, ..., X„, (x,, . .., [u^ des indéter- 
minées, on considère les coefficients du polynôme 

en X^, Xj, ..., X^, comme des variables indépendantes, les coefficients du 
polynôme en [x,, [x^, .. ., (x^,, 

Q = (f^i F, H- fx,F,-h . . . H- ^;,F„)«, 

sont des formes linéaires distinctes de ces variables. 

Soient, en effet, n nombres différents /Ir,, /fj, ..., /f^,, et tels que les 
coefficients du polynôme en r,, Tj, ..., r^,, abstraction faite du facteur 
numérique, 

R = (A^, r, 4- ^,r, -h . . . -h /r«r« )«, 

soient tous différents. Les égalités 



définiront une substitution''^,, t|;j,, . . ., ^^ à déterminant non nul. 



E.84 L. LEAU. 

Les coefficients du polynôme Q : G<, G2, . . ., G^' satisferont à des équa- 
tions analogues où A,, ..., à*;, seront remplacés par les coefficients de R 
débarrassés des facteurs numériques. Les dérivées respectives d'ordre a des 
polynômes G par rapport à a^i, x.^^ . • m ^n sont donc déterminées par des 
systèmes d'équations homogènes, le déterminant des coefficients étant 
l'expression Aa(5) relative à '>{/,, 4'2» •••5 4'/ï> ^^ ^'^^ remplace s par k^^ 
A**"*/ro, . .., quantités distinctes. Il en résulte, en vertu du lemme du Cha- 
pitre précédent, que ces dérivées forment un déterminant différent de o, 
c'est-à-dire que les coefficients de Q sont des formes distinctes par rapport 
à ceux de P. 

Il est clair que si l'on a des formes F en nombre inférieur à w, et si Ton 
ne considère que quelques-uns des produits auxquels elles donnent lieu, la 
propriété subsiste, car il est facile de compléter le système de ces formes. 

Proposition relative à un certain déterminant. 

Deuxième propriété. — Reprenant les notations du lemme du Chapitre 
précédent, si l'on suppose ^1 racine d'ordre r de multiplicité, et le déter- 
minant principal de A(.ç,) de degré n —j(j^r)y on peut trouvery expres- 
sions linéaires, nécessairement indépendantes 

telles que le déterminant D ayant pour éléments les déterminants caracté- 
ristiques relatifs aux systèmes 

(^7 z=: I, 2, . . ., /i; /> fixe) 

soit différent de o. 

En effet, on sait, d'après le lemme rappelé, qu'il existe au plus /*— y 
expressions, E,, Eo, ..., E^_y pour lesquelles les déterminants caractéris- 
tiques relatifs à chacune d'elles sont tous nuls. On peut donc en trouver y 
autres 

distinctes entre elles et des précédentes. Le déterminant D correspondant 
est différent de o. Car, s'il en était autrement, il existerait une même rela- 
tion linéaire entre les éléments de ses lignes. On en déduirait donc qu'il 
existe une expression 
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^ 



pour laquelle les caractéristiques seraient tous nuls; elle se réduirait, par 
suite, à une combinaison linéaire et homogène de E|, Eg, . . ., E^_y, ce qui 
est contre Thypothèse. La proposition est donc établie. 

3. Racines de deuxième espèce dans un cas particulier, — Consi- 
dérons d'abord une racine simple /r, donnant lieu à une seule relation 

À'i est une racine de première espèce, d'ordre r. Soient /,,/25 --M/rlGs 
fonctions holomorplies correspondantes à /r,. Si Ton cherche à calculer les 
coefficients d'une fonction / telle que 

on pourra être arrêté seulement au calcul des dérivées d'ordre a. Nous 
allons ajouter au second nombre un polynôme de degré a, tel que le calcul 
reste possible. 

Si l'on considère les fonctions/,, /a? •••) /r? elles sont réduites aux 
termes du premier degré, des formes distinctes; par suite (première pro- 
priété), les termes de degré a des coefficients du polynôme 

en (X|, ..., [JL;. sont des formes linéaires distinctes par rapport aux coeffi- 
cients du polynôme Çk^x^ -}-...-+■ "kn^nT en X,, . . ., X^. D'ailleurs, si n'; 
désigne le degré du déterminant Aa(s) et si 

"Il — ^ "if • • • ^An' 

A /„\ "21 ^«1 — ^ ••• "Sm' 



si, de plus, on désigne par z-' le degré de multiplicité de la racine A* de 
Aa(5) = G (nombre des combinaisons complètes de r objets a à a), par 
n' — j le degré du déterminant principal dcAa(^*), et enfin par /i,,, A,^? ••., 
h^n ies dérivées d'ordre a, à l'origine, de/j*, par Aa,, ^22? • • •? '^2/1 celles de 
f^~^f2^ etc., on a évidemment, d'après les équations fonctionnelles que vé- 
rifient/,, /a, ...,/r, 



hr'^ diq 4- hr'tdiq -h ... 4- hr'n'dn'q "^^ dr'\ h\q 4- . . . -f- d'^r^xqhr'^xq"^ k/lrq» 
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Puisque les h admettent un déterminant de degré r' différent de o, on 
peut (deuxième propriété) trouvery expressions linéaires 

telles que le déterminant D, ayant pour éléments les déterminants caracté- 
ristiques relatifs à ces expressions, soit différent de o. C'est dire qu'on peut 
trouver j polynômes de degré a, H,, Ha, . . ., Hy en /,,/2, . . .,/r, de sorte 
que les déterminants caractéristiques relatifs à l'expression 

m, II, -h //Il II, 4- ... -h nij Hy 4- L 

soient tous nuls, L étant un polynôme quelconque en x,, iCg, . . ., X;^ et m, , 
m^j . . ., mj des constantes convenablement choisies. Pour les calculer par 
cette condition, on est, en effet, amené à résoudre uu système dey équations 
du premier degré à déterminant différent de o. 

Ainsi donc, on peut choisir un polynôme w, homogène et de degré ol 
par rapport aux fonctions /, , /2 5 ...j/r^de telle sorte que le calcul d'une 
fonction /satisfaisant à l'équation 

ne soit pas arrêté aux dérivées d'ordre a, et que, par suite, // existe une so- 
lution de réquation fractionnelle précédente et même j pareilles solu- 
tions. Nous en adopterons une. 

Pour déduire de cette fonction/une solution de l'équation de M. Schrô- 
der, il suffît de trouver une expression P^ telle que 

Si /-f- Pa n'est pas identiquement nulle, ce sera une fonction répondant 
à la question. Or, nous savons (théorème I) qu'il existe une expression P». 
Donc: 

Théorème IL — A une racine simple k de seconde espèce^ donnant lieu 

à une seule relation 

k = A?, 

et A'i étant d^ ordre r, correspondent une fonction holomorphe f et une 
expression P» telles que f -^ P^ soit solution de V équation 

Pa est un polynôme homogène de degré a par rapport aux fonctions/, , 
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f%t ""i fr relatives à A:,, le coefficient d'un terme de la forme 

étant un polynôme en h{x^^x^^ . . .,ir„), à coefficients constants, sans terme 
indépendant, et de degré 

4. Cas général des racines de deuxième espèce. — Le cas particulier 
qu'on vient d'étudier suggère naturellement une méthode générale, k étant 
encore une racine simple, nous supposerons qu'on a encore une seule rela- 
tion 

où k^j /fj, . ..y kp sont respectivement racines d'ordres 

^1 » ''i > • • • > ^p î 
k est racine de l'équation 

Tordre de multiplicité étant le produit des nombres de combinaisons com- 
plètes de r, objets a^ à a,, de r^ à aj, . . ., de rp à a^. 
Soient 

y 11» y H» • • • y ir, 5 yn» y ii> • • «^yî/-, 5 • • • 5 y pi> jpi* • • * » jprp 

les fonctions holomorphes qui correspondent respectivement à A:,, /tj, . . ., 
kp. Si /i' — y est encore le degré du déterminant principal de Aa(/r), on voit, 
en raisonnant comme plus haut, qu'on peut formcry polynômes H,, H^, ..., 
Hy, homogènes par rapport aux /, respectivement de degrés a|, a^, . . ., a^ 
par rapport aux fonctions/,, /, . . .,/p, et tels qu'il existe un système de 
constantes m,, m^, . . ., my pour lesquelles les déterminants caractéristiques 
relatifs à l'expression 

m,H, -hm,H,-i-. . .-i-myHy-hL 

soient tous nuls, L désignant un polynôme donné quelconque en x\y x.^, ..., 
Xn. On en conclut, de même que précédemment, qu'il y ay solutions holo- 
morphes (à dérivées non toutes nulles à l'origine) de l'équation 

u étant un polynôme en/,1,/12, . . .,/;,r de la nature indiquée pour les H. 
Ensuite, en vertu du théorème I, on peut déterminer un polynôme P», 
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de degrés a,, a^, . . ., a^ respectivement par rapport à /,, /j? • • m fp^ le 
coefficient d'un terme de la forme 

étant un polynôme en 6, à coefficients constants, sans terme indépendant, 
et de degré i -f- "^ a^r, — "^'VV/y? de telle sorte qu'on ait l'identité 

Il en résulte qu'il existe au moins une solution de l'équation de M. Schrô- 
der, de la forme /-f- P^. 

5. Etant donnée une relation /tr = A'*'à*\ ../r*'', nous dirons qu'elle est 
d'ordre a, si a, -h an -h ... -h a^= a. Cela posé, supposons, k étant toujours 
une racine simple, qu'il y ait des relations d'ordres a, p, y,... (a<[3<Y...). 

Nous nous proposerons de rendre successivement possible le calcul des 
dérivées d'ordre a, p, y, ... de la fonction/, dans l'équation 

/(»)::=: A/4- U, 

en construisant convenablement l'expression U, de manière, bien entendu, 
(|u'il soit ensuite possible d'appliquer à cette expression le théorème I. 

l^our le calcul des dérivées d'ordre a, il suffit de former une somme de 
polynômes w, -f- Wo -F. . . constitués respectivement comme il a été dit, dans 
le numéro précédent, au moyen des fonctions qui correspondent aux racines 
figurant dans les diverses relations d'ordre a. Nous savons, d'ailleurs, com- 
ment Ton détermine les coefficients de ces polynômes. 

Le calcul devient possible jusqu'aux dérivées d'ordre [3. Nous opérerons 
de nouveau par le même procédé, introduisant une nouvelle somme 
r, -H i .,-f- . . . relative aux relations d'ordre p. En continuant de cette ma- 
nière, on obtient l'expression 

Il -- ;^, -f- «j 4- . . . -+- ('1 4- Ti -h ... 4- <^i -h «'2 4- . . . . 
Il existe donc au moins une solution holomorplie de Téquation 

à dérivées non toutes nulles à l'origine. Il suffit alors de déterminer, au 
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moyen du théorème I, les polynômes Pa,, P^a? • • . tels que 



* al — ^' i^ai — '^1 > * aï — "" * as — — '^2» 

P^V-^ Pp. = -»'.. 1»3. -A:Pp,= -r., 

P^,' - A' I'^, = - <»-, . P^,' - k P^, = - .»'„ 



• • 9 



pour obtenir au moins une solution de la forme 

/ + Pa 1 -^ Paî H- . . H- Ppi 4- Pp, 4- . . . -+- Py i -+- Pyj -h . . . . 

6. Supposons enfin que k soit une racine d'ordre r. Nous aurions cette 
fois, en nous reportant au Chapitre précédent, n'* 5, à déterminer r fonctions 
/o '"tfn telles que 



Pour ces différentes équations, nous nous trouverons, en général, 
arrêtés exactement de la même manière que pour la première. De la môme 
manière également, nous allons modifier les seconds membres en ajoutant 
des expressions dont la formation a été, à maintes reprises, indiquée. 

Nous aurons ainsi le système 



fr ^ = «rl/l -H ^i/j -+-... H- «rr-1 /i-l "+- ^/r + U r, 

qui admet au moins une solution formée de fonctions /,, /a, ...j/^; les 
dérivées de chacune d'elles n'étant pas toutes nulles à l'origine. 

Cela posé, à une fonction /;„, nous chercherons à faire correspondre 
une solution de la forme 






4-p 



m' 



Les constantes c étant déterminées comme au passage cité, P,;, devra 

Fac. de T. — IX. E.13 
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vérifier l'équation 



On peut dissocier, en quelque sorte, cette relation en un certain nombre 
d'autres analogues, en ne retenant successivement des U que les polynômes 
relatifs à chacune des relations qui expriment k en fonction des autres ra- 
cines. L'application du théorème I permet donc de former des expressions 
qui satisfont à ces diverses relations, et dont la somme sera P;„. Il existe 
donc au moins r solutions de la forme indiquée. 

7. Racines d'espèces supérieures à la deuxième. — Pour éviter une 
complication inutile des notations, nous nous bornerons à considérer une 
racine de troisième espèce dans un cas particulier. La méthode générale 
apparaîtra suffisamment sur cet exemple. 

Soit donc k une racine de troisième espèce d'ordre r, et la relation 

Âli étant une racine de première espèce, et / une de seconde pour laquelle 
on a l'unique relation 

Nous supposons qu'il n'y a, relativement à Ar, pas d'autres relations que 
la première, et celle-ci 

Appelons /,, /j, •• •? /r.î /m • • -5 /ly,! • • -5 /a,? • • m /»;*; F^, Fj, . . ., 
F^, les fonctions holomorphes qui correspondent respectivement à 

k\f Ali, . . . , kihf *. 

On sait qu'on a des relations de la forme 

jp = kifp -h dpifx -h . . . + dpp^xfp—x^ 

F; > = /Fp -h e^i F, 4- e^, F, -h ... 4- e^p-, Fp_i 

+ 2 K. ...X,. ...x.J\{ • • -/y; • • -/a^;- 

On peut déterminer au moins un système de fonctions holomorphes 
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Ji, . . ., ^^, à dérivées non toutes nulles à l'origine, telles que 



les fonctions U étant formées, par le procédé habituel, au moyen des fonc- 
tions/ et F, de sorte que Ton a, pour l'une quelconque d'entre elles, 

On cherche encore une solution de la forme 

les constantes c à deux indices sont déterminées comme plus haut. 
Ainsi, P^ doit satisfaire à l'équation 

Le seul changement, par rapport à l'équation obtenue au numéro 
précédent, consiste en ceci : que les U contiennent maintenant des fonc- 
tions F relatives à une racine qui n'est pas de première espèce. 

Considérons seulement la partie des fonctions U présentant cette parti- 
cularité. Nous avons à résoudre une équation telle que 

m — 1 

X-'- x„= 2/'' • • • 'f'r? '''■••• K:- 2'Ç^-..^..v....v,. *'= ^«,. 



les \ étant les constantes. On emploiera le procédé de réduction suivant : 
Cherchons, par l'application du théorème I, à déterminer X^, comme si 
les /et F correspondaient à des racines de première espèce. Soit ^^ la 
solution ainsi définie, et posons 

Y„, devra vérifier la relation 



m 



^i>m,n '^m,2? • • • sont des expressions analogues à X^y l^s coefficients des 
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fonctions holomorphcs étant des polynômes en b; mais le degré de ces 
expressions f par rapport aux F, a respectivement diminué de i , 2, . . . 
unités; ces fonctions étant remplacées par des polynômes relatifs aux 
/m • • • > /Ayfc? comme cela résulte des égalités fonctionnelles qu'elles vé- 
rifient. 

Ecrivons 

yfij Y — \\\ 

\{\) Y — il«> 



On en déduira 

Or, pour résoudre ces équations, on se trouve dans les mêmes conditions 
.qu'au début, avec cette différence que le degré, par rapport aux F, des 
expressions données a diminué. En procédant de proche en proche, nous 
serons ramenés à un problème déjà résolu. Il est donc possible de déter- 
miner P;„. On est ainsi conduit, relativement aux racines d'espèces supé- 
rieures, au même résultat que pour les deux premières. 

8. Résumé. — Ainsi, aux n racines de l'équation 

on a pu faire correspondre au moins n fonctions holomorphes, desquelles 
on a déduit n solutions de l'équation de M. Schrôder. Ces solutions sont 
distinctes. En effet, les fonctions holomorphes ont été définies, en prenant, 
pour point de départ, ce fait que leurs dérivées à l'origine constituaient 
un système de valeurs de h vérifiant le système (9) du Chapitre précédent, 
dans les conditions du lemme de M. Poincaré. 

9. Discussion de différentes hypothèses. — On a déterminé toutes les 
solutions holomorphes, dont les dérivées à l'origine ne sont pas toutes 
nulles. Il y en a au moins autant que de racines distinctes de première es- 
pèce de l'équation en s. S'il y en a davantage^ il y en a une infinité. 
C'est qu'en effet, dans le calcul des dérivées d'un certain ordre, il y a in- 
détermination. 

Supposons, en particulier, toutes les racines égales et tous les mineurs 
de A, (/r) nuls, sauf ceux du dernier ordre. 

C'est le cas où, après transformation linéaire convenable, la substitution 
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donnée prend la forme 

9i -— - aJ7i -+- ... 9 
cp, =: /rXj -h . . . , 



9/» — ^^n -+-..., 



les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier. Il y a /i solu- 
tions holomorphes distinctes B^, B^, ..., B^, et toute expression homogène, 
par rapport à elles, est encore une solution ; par exemple 

où les X sont des constantes arbitraires. 

Dans le cas où l'équation caractéristique n'a que des racines de première 
espèce, toutes les solutions holomorphes se déduisent très simplement des 
fonctions qu'on a fait correspondre aux racines. Soit, par exemple, à cher- 
cher une pareille solution, a étant le premier entier pour lequel les dérivées 
de cet ordre ne soient pas toutes nulles à l'origine. On doit avoir 

k est racine de l'équation 

et s'exprime au moyen des racines de A|(^) = o. Il peut y avoir plusieurs 
expressions de cette nature 

^1 f ^j > • • • » f^p » M> *i> •••» 'q y •••> (^1 4~ . • . -|- (X.p = Pj -h . . . -h p,^ ^I a). 

Les racines /r, , . . . , A*^, /,,..., /^, .. . sont respectivement d'ordres r, , . . . , 

P> ^< ' • • •? ^^5 • • •• 

Soient 

les fonctions holomorphes correspondantes. 
Si l'on considère le polynôme 

"*■ (^1 I y 1 1 "^ • • • "^ ^It'ifir'i r* • • 'O^qifqx -t- . . . 4- \r^fqr^r1 



les coefficients des X et des X' sont des fonctions § dont les dérivées d'ordre a 
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vérifient, à Torigine, un système de la forme 

•> 

les d étant les éléments du déterminant Aa(o) et les d' certaines constantes. 
Le nombre de ces équations est égal au degré de multiplicité de la racine k 
de l'équation Ag^{s) = o. Les dérivées de la fonction F doivent vérifier les 
mêmes relations que A,,, h^2j •••> ^m* Donc F se réduit à une simple 
combinaison linéaire et homogène des fonctions §. 

k étant maintenant supposé quelconque, proposons-nous de déterminer 
toutes les solutions de l'équation de M. Schrôder. 11 n'y aura de solutions 
holomorphes que si k est racine d'une des équations Aa(5) = o. Dans 
plusieurs circonstances, nous pourrons affirmer leur existence, dans le cas 
précédemment examiné par exemple, ou encore, si A: est égal au produit de 
puissances à exposants positifs de racines de première espèce. Il y en aura 
certainement si A^+p^k) :^o pour toutes les valeurs entières et positives 
de p. Si cette condition n'était pas réalisée, il faudrait que le calcul des 
dérivées ne fût pas arrêté au moment où Aa-i.p(k) = o; et l'on aurait alors 
plusieurs solutions. Dans tous les cas, Ar, étant une racine quelconque de 
première espèce de l'équation caractéristique, on pourra poser 

et si B(a7, , . . ., x^) est une solution holomorphe de 

une solution demandée sera B'. Toute autre solution sera formée par l'ex- 
pression 

H étant une fonction invariante pour la substitution donnée. 

Conclusion définitive. — Nous connaissons n solutions distinctes 6 , , . . ., 
6„ de l'équation d'Abel, déduites des n solutions primitivement trouvées 
pour celles de M. Schrôder. Imaginons que, dans le voisinage de l'origine, 
on les prenne comme nouvelles variables; une fonction û[^|, . . ., bn\ sera 
invariante si û n'est pas modifié quand on ajoute i à tous ses arguments. 
Donc, la solution générale de l'équation de M. Schrôder 
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est 



B'Û[6„6„..,, bnl 



et celle de réquation d'Abel 



\(') = X-^a 



est 



abi-hQ[biy . . ., bn]> 



Nous pouvons énoncer le théorème suivant : 
Théorème III. — Étant donnée une substitution 









^n — ^n\^l9 ' ' '9 ^^n)f 



les /onctions o étant holomorphes et nulles à V origine. 
Soit 



tejo""''''^ 



et /<*)!=/[ cp,, <Pj, ..., <p«], 



On considère l'équation de M. Schrôder 



B(>)i=^B. 



On appelle équation caractéristique l'équation en s 



A,(5) = 



«11 — -y 



a 



M 



a 



\n 



«11 «M — S 



a 



a 



n\ 



«rtl 



tn 



a„n—S 



= 0. 



Enfin, on suppose : i** A,(o):^o; 2? tous les a inférieurs en module à - > 

OU bien les racines de l'équation caractéristique, distinctes, et en module 
plus petites que i . 

Par rapport à une racine kj^ on peut avoir des relations de la forme 

^a,> • • •• ^a, étant d'autres racines, et p^, . . ., p, des entiers positifs dont la 
somme est supérieure à i . Les racines se classent en espèces telles que les 
racines d'une espèce ne peuvent s'exprimer de la manière indiquée qu'en 
fonction des racines des espèces précédentes. A chaque racine ki d'ordre r,- 
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correspondent des fonctions/,,, /^o, . . .,/>. holomorphes à l'origine où les 
dérivées premières de chacune d'elles ne sont pas toutes nulles. Si ki est de 
première espèce, on a 

Une pareille fonction étant arbitrairement choisie, on en déduit une 
fonction b{x^ . . ., x„)^ avec point logarithmique à l'origine, et telle que 

A la racine /r, correspondent /•/ solutions B,,, B/j, ..., B,>., constituées 
comme il suit : B,^ est la somme de //^ et d'un polynôme, par rapport aux 
//n fi'it •••> /iv-* ^^ ^"^ fonctions holomorphes relatives aux racines 
d'espèces précédentes. Les coefficients de ce polynôme sont des polynômes 
en h à coefficients constants. On dispose d'un procédé régulier permettant 
de déterminer tous ces polynômes. 

Si l'on pose 

et si a et (0 sont des nombres constants, les solutions générales des équa- 
tions d'Abel et de M. Schroder sont respectivement 

(l étant une fonction quelconque des 6, assujettie à rester invariable quand 
on augmente simultanément tous ses arguments de i. 

10. Remarque. — En supposant toutes les racines de l'équation carac- 
téristique distinctes, on peut ramener, au cas étudié, un autre très général, 
celui où ces racines ont toutes leurs modules supérieurs à i . Il suffit, en eflet, 
de considérer la substitution inverse définie par les relations 

• 

n l ^^~^^ /y.(-n T't-JM — r 

Mais le cas où les modules des racines sont, les uns au moins égaux à i , 
les autres inférieurs à i , échappe complètement aux procédés que nous 
avons employés. 
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CHAPITRE Vin. 

RELATIONS ENTRE L'ÉQUATION DE M. SCHRÔDER ET CERTAINES ÉQUATIONS 
LINÉAIRES ET HOMOGÈNES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 



1. M. Appell (*) a montré les relations intéressantes qui existent entre 
les équations différentielles linéaires et l'équation de M. Schroder dans le 
cas d'une variable. Dans le cas de plusieurs variables, il y a, entre cette 
équation fonctionnelle et les équations linéaires et homogènes aux dérivées 
partielles du premier ordre, des rapports que nous allons signaler rapide- 
ment. 

Les substitutions dont il s'agira seront de la nature de celles étudiées au 
Chapitre précédent. De plus, on suppose que l'équation caractéristique n'a 
que des racines de première espèce. Nous allons examiner successivement 
deux problèmes. 

2. Premier problème. — Etant donnée une équation aux dérivées par- 
tielles ou un système complet qui admet une substitution également don- 
née, quelle simplification apporte à son intégration la connaissance de 
quelques-unes des solutions de Uéquation de M, Schroder? 

Soit la substitution 



( l) X ^ — <pi ( J?i, . . . , Xn ), . . . , Xf^ — ^n\*^\9 • • • » «^/i)» 

et prenons d'abord le cas où les racines 5« , ^25 • . -, ^» de l'équation caracté- 
ristique sont distinctes. Appelons y^ , y^, . . ., y^, les fonctions holomorphcs 
correspondantes. 
On donne l'équation 

dont les coefficients sont réguliers à l'origine, mais non tous nuls, et l'on 
suppose qu'elle admet la substitution (i). 

Si l'on choisit ^,, ..., JK« comme nouvelles variables, la relation (2) 

(*) Acta mathematica, t. XV. 

Fac. de T. — XI E.l3 
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devient 

(2) ^l-> h...-t- Y„-r— — O. 

Les coefficients présentent les mômes propriétés que ceux de (2). L'^un 
d'eux ne s'annule pas à l'origine, Y^ par exemple. On peut alors le suppo- 
ser égal à I. On en déduit, d'après riiypothèse, 

Mais on a aussi 
Donc 

£î ï î ^/> «^w 

*i — Y'i'i)" • \k\) ' 

Or, une équation fonctionnelle telle que 

vd) '^' V 

*2 — T" ** 

*2 



n'a pas de solution holomorphe à l'origine, puisque - devrait alors se ré- 

duire au produit de quelques puissances des racines. Donc, on a identique- 
ment 

Par suite, les fonctions y 2, ^'3, . . ., y;, constituent un système d'intégrales 
distinctes de l'équation proposée. 

TiiÉORÈxME I. — Si les racines de Véquation caractéristique sont dis- 
tinctes et si y les coefficients de (2) étant holomorphes^ l'un d'eux ne 
s'annule pas à l'origine^ n — i des fonctions, qui correspondent au.v 
racines, donnent un système d'intégrales distinctes de cette équation. 

Donc, si l'on connaît quelques-unes d'entre elles, on dispose d'autant 
d'intégrales de Téquation proposée. 
Soit maintenant un système complet 

Y ôF ^ OF ÔF _ 
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Le même changement de variables conduit au système suivant, qu'on a 
pu mettre sous forme d'un système jacobien, 

d¥ dF V ^P _ 

(4)' l 



^^ Y ^^ ^ ^y àF _ 



Le système suivant lui est équivalent par hypothèse 



(5) 



Or, on a 



(5)' 



()Ff*) c;F«>^ (?F(*J _ 

^* d'y'*' "*" ^**^^ ^^p^^^TxT -^-• • ^- */i ïi/i ^—(17 — ^» 



^F^ Y <^F^^^ V à¥^'^ ^ 



• > 



On en conclut que 



Y(i) — £p+lv Y(i> '•Y 



• » 



YM > ^P-»-' Y Y< 1 > *« V 

PP+l — c PP+1» • • • > */>/i — T" '"'* 

Tous les Y sont donc nuls. Par suite, yp^i^yp^2^ -- -^yn forment un sys- 
tème d'intégrales distinctes du système complet. 

Théorème IL — Dans les mêmes conditions qu'au théorème précédent, 
n — p des fonctions y^* ya^ - - -) yn donnent une solution du système 
complet. 

Remarque. — L'équation ou le système complet admettent le groupe 
continu aux n paramètres a,, «ai • • •» ûJ;, défini par 

Prenons maintenant le cas où les racines de l'équation caractéristique ne 
ont pas toutes distinctes, et bornons-nous à l'équation (2). En la mettant 
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SOUS la forme (2)', on constate aisément, en raisonnant comme plus haut, 
qu'il n'y a qu'un coefficient Y qui ne s'annule pas à l'origine et que c'est 
précisément un coefficient relatif à une racine simple. 

Théorème III. — Les racines de V équation caractéristique n^ étant pas 
toutes distinctes y n — i des fonctions /, la /i*^"*^ correspondant à une ra- 
cine simple, donnent une solution (2). 

3. Nous allons reprendre l'équation (2) en faisant d'autres hypothèses 
sur les X. Mais auparavant nous allons voir comment on peut étendre 
simplement les notions et les propriétés fondamentales de la divisibilité aux 
fonctions holomorphes, nulles à l'origine. 

Rappelons le théorème suivant de M. Weierstrass ; 

Si la fonction F(;r,, x.^, . . . , x^), nulle à l'origine^ est telle que le 
développement de F(x,, o, o, . . ,, o) commence par un terme en arf, on a 

V \ J?i, Xiy • • • 9 Xfi ) 

"~" L*^l "^ y 1 ("^î» • • • > '^n)^ \ *+•..•-+- jp\X^y • • • » X,i )J K (.2^1, X^j • • • 9 Xfi)^ 

les fonctions f etYi. étant holomorphes et^ de plusy nulles^ sauf la der- 
nière y à l'origine (*). 

Cela posé, deux fonctions, dont le quotient est holomorphe et non nul à 
l'origine, sont, au point de vue de la divisibilité, considérées comme équi- 
valentes. Par exemple, la fonction F du théorème précédent et le polynôme 

F 

sont équivalents. Si le quotient ^ est holomorphe à l'origine, $ divise F. 

Si F n'admet d'autre diviseur qu'elle-même (ou une fonction équivalente), 
elle est dite première. Ainsi, 

^i-^ /(^u '",x„) [/(o, o, ..., 0)3=0] 

est dans ce cas. Lorsque tout diviseur de F et de $ divise R et récipro- 
quement, R est le plus grand commun diviseur de F et de <&. Si tout divi- 
seur commun est différent de o à l'origine, F et O sont premiers entre eux- 
F étant supposé de la forme 

X ^ -H J i\ Xf, • • • ) Xfi ) X ^ H- ... -h jp \ X^y • • • y Xfi ) 

(») Voir Picard, Traité d^Analysey l. II, p. 246. 
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(les / nuls à Torigine), tout diviseur de F peut être ramené à une forme 
analogue. Soit, en effet, <& un diviseur de F; on a F = OQ, $(^n o, . . ., o) 
n'est pas nul, puisque Q est holomorphe. Donc $ peut s'écrire 

K(o, . . ., o) étant différent de o. $ est donc équivalent au premier facteur. 

F 

De plus, y=/>, sans quoi^ ne serait pas holomorphe. Il résulte de là que 

si F n'est pas premier, il est décomposable en un produit de facteurs pre- 
miers, de même forme, et cela d'une seule manière (*). Ce dernier point 
s'établit aisément, en remarquant que si P et Q sont des fonctions pre- 
mières entre elles, de même forme que F, en opérant comme s'il s'agissait 
de trouver le plus grand commun diviseur de deux polynômes en a;,, on a 
la relation 

Q, Q,, R étant des fonctions holomorphes, cette dernière indépendante 
de x^ , Par suite P et Q ne peuvent s'annuler quand on y remplace x^ par 
une même fonction de a^a, • . ., ^n» 

Considérons maintenant une fonction F quelconque. On pourra, au 
besoin après un changement de variables linéaire et homogène, la mettre 
sous la forme PK, P étant de la forme 

o^Ç-h /ia:f"*H-. . .-h /p et K(o, ..., 0)^0. 

Donc F est décomposable et d'une seule manière en facteurs premiers, à 
un facteur près différent de o à Toriginc. De là l'existence d'un plus grand 
commun diviseur entre deux fonctions. De là aussi cette propriété : si une 
fonction divise un produit de deux autres et si elle est première avec Tune 
d'elles, elle divise Tautre. 

4. Ces remarques faites, je suppose que dans l'équation (2) les X sont 
holomorphes et nuls à l'origine. De plus, les racines de l'équation caracté- 
ristique de la substitution sont distinctes. Comme précédemment, on est 
ramené aux relations 



(6) 



V<i) — Vfï' — '** — Y*i 
* 1 * f */i 



(1) 



(*) A noter que, lorsqu'on a obtenu Tégalité F = PiP,,..P„|K, Pi, P,, .. ., P,„ étant des 
facteurs premiers de la forme indiquée et K une fonction holomorphe différente de o à Tori- 
gine, K est nécessairement égal à i. 
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On peut admcltrc que les fonctions Y,, Yg, . . ., ^n sont premières entre 
elles. Je dis que la valeur commune des rapports (G) est une fonction holo- 
morphe différente de o. Considérons, par exemple, Tidentité 

V(i) — 'l* V ' ï , 

Si Y, ne divise pas Y\^\ il y a un diviseur de Y, qui doit diviser Y^, 

et pour la même raison Y3, Dans cette hypothèse. Y,, Yj, . . ., Y^ ne 

seraient donc pas premiers entre eux. Donc on a 

la fonction X étant holomorphe et évidemment différente de o à l'origine. 
Bornons-nous au cas simple où l'une des quantités Y, Y, par exemple, 
commence par un terme du premier degré. On a 

Yi = [7* -+-/(/!, ...,y/_,,//+„ ...,y«)]K(7,, ...,/„) [K(o)^o]. 

Par suite 

Donc 

f ne contenant pas^/, cette égalité n'est possible que si /est identiquement 
nul. Donc 



Sk 



Posons 



^' Si 



1 p — /jp K. 



Les relations (6) deviendront 

Si tous les Z commencent par des termes du premier de gré y il faudra, 
en général, que i=\\ alors on aura 

et, par suite, les rapports de A^ — i des fonctions 

J \ ^ J i 9 •••> J n 

k la dernière fournissent un système d'intégrales distinctes. 
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Ce résultat est bien d'accord avec ce que Ton sait sur ces équations, 
d'après M. Poincaré ('). 

Il peut arriver que t :^ i; et cela, dans le cas où les points figuratifs des 
racines de l'équation caractéristique sont les sommets de polygones régu- 

liers ayant leur centre à l'origine, le module de - étant l'unité, et son ar- 

gument étant un commun multiple des angles au centre de ces polygones. 
Les racines peuvent cire alors distribuées en cycles tels qu'en multipliant 

l'une quelconque par - on obtienne la suivante du même cycle. Rien n'em- 
pêche de supposer les indices tels que ^1,52? •••?*/» forme un de ces cycles. 
Il est facile de voir : 1" que l'on doit avoir 



• • » 



2° Qu'au cycle considéré correspondent p fonctions linéaires et homo- 
gènes distinctes de^,, . . ., y^ : /,, /a? * "^ fp telles que si l'on forme les 
fonctions 

9 9« Of 

J \ » y 1 i ' ' • 9 fp f 

OÙ est racine /?***"* primitive de l'unité, et les fonctions analogues, le rap- 
port de n — i d'entre elles à la /i*^"* donne un système d'intégrales. Donc : 

Théorème IV. — Si les racines de réquai ion caractéristique sont dis- 
tinctes et si les coefficients de (2) sont holomorphes et nuls à V origine ^ 
les coefficients des termes du premier degré formant un déterminant 
différent de o, si de plus on considère les fonctions holomorphes qui 
correspondent aux racines^ oUy dans un cas particulier, des combinai- 
sons linéaires de ces fonctions, à des puissances convenables^ les rap- 
ports de n — I d^ entre elles à la dernière fournissent des intégrales 
distinctes. 

Si les Z ne commencent pas tous par des termes du premier degré, 

c c ■ 

i est sûrement différent de i , et les quantités -^- se réduisent, pour les dif- 
férentes valeurs de p supérieures à i , à des racines ou à des produits de ra- 
cines (à un produit au moins pour une valeur de p). Supposons, par 

(*) Thèxe. Les principaux résultats de ce Mémoire sont exposés dans le Traité d'Ana- 
lyse de M. Picard, t. III, Chap. I. 
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"^1 



exemple, que -^ s'exprime ainsi de plusieurs manières : à chaque pareille 
expression 



vta V|| • • • U|| 



correspond une solution holomorphe de Téquation de M. Schroder 

Zj est alors un polynôme linéaire et homogène par rapport à. ces fonc- 
tions. L'équation proposée se ramène donc à la forme 

àfi ùyn 

où les Z sont des polynômes par rapport aux y dont les modes de composi- 
tion possibles sont déterminés dès qu'on connaît les racines de l'équation 
caractéristique. 

En particulier, prenons le cas de deux variables. -^ doit se réduire à un 

produit de puissances de s^ et de 5^; on a donc nécessairement 

Exemple. — On donne 

(i4-x,)arcsm^, -T \-aV}{\-\- xAsJi— x\ -^ — =z o, 

axx àx^ 

a étant une constante, et Ton sait que cette équation admet la substitution 

8 arc sina:^,*^ = arc sin orj, 

4L(n-^;*') -L(i-har,). 

On en conclut l'intégrale 

2aL*(i -f- jc,) — 3arc' sin j:,. 

Remarque. — Dans le cas de deux variables, si s\=ls\''\ l'équation 
proposée admet le groupe continu à un paramètre a 

qui conserve la relation s\ = s^^\ 

Deuxième problême. — On donne une substitution, peut-on simplifier la 
recherche des solutions de l'équation de M. Schroder^ si l'on connaît les 
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intégrales d'une équation aux dérii^ées partielles ou d'^un système com- 
plet admettant la substitution? 

Je suppose les racines de Téqualion caractéristique distinctes. 

L'équation (2) étant donnée, si Ton connaît un système d'intégrales 
distinctes Fg, . . ., F„, il existe /i — i solutions y 2^ . . ., /« cherchées, qui 
sont des fonctions de Fo, . . ., F^j. On a d'ailleurs 






et les ^ sont connus. Donc on est ramené, pour déterminer y^^ . . ., y», à la 
résolution d'une équation de M. Schroder dans le cas de /i — i variables. 

Soit maintenant le système complet (4)- On a les intégrales F^^.,, . . ., 
F;,; la détermination de yp-^^^ ^ -^t yn se ramène donc à la résolution de 
l'équation fonctionnelle pour n — p variables. 

Si l'on connaît n systèmes complets, admettant chacun une seule inté- 
grale, et si toutes ces intégrales sont distinctes, on est conduit à n équations 
de M. Schroder dans le cas d'une variable unique. 



Fac. de T,-\l. E.I^ 
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NOTE. 



Nous allons démontrer le ihéorème I du Chapitre VII. 
On a 

X ( Aî/il )^" ( ) • . . ( ^'î/jr. -4- A;,,/j, + . . . 4- A,V.-l/îr,-i )^3 

1 

1 
Dans cette expression, considérons le coefficient C de 

/ri'.. -/r;:- ••/;;;" ^'"• 

il y a lieu d'abord d^observer que les termes de P^ ^, obtenus en prenant les 
produits des plus hautes puissances de /Ir,, /fj, . . ,, A*^ par la plus haute puis- 
sance de b dans (i -h 6)', disparaissent avec les termes correspondants de 
kVg,. Les autres coefficients sont des polynômes par rapport aux A,, . . ., A^, 
A et c; ils sont linéaires et homogènes par rapport aux c. Un terme d'un 
pareil polynôme peut contenir une lettre A ou n'en pas contenir. Il est dit 
de seconde ou de première sorle^ suivant le cas. 

Pour que G contienne un terme de première sorte, il faut que les [x soient 
égaux aux a correspondants et que 



m 



< ! 4- ^ H- ^ (Xhf'n— ^J(Jhj- 



A ces conditions, on aura des termes contenant des quantités c^ où 



m 



< /^i -h ^ 4- 2 «/iOi— ^J<^hj' 
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Quels sont, dans C, les termes de seconde sorte? Soit v^^y^ l'exposant de 
la puissance àefhq prise dans 



et formons le Tableau 



F/Il 

F/u 



F-fu 



[i-hn 



Jh\ J ht • • • J hq " • • J hi% 



V/Ill 




V/,21 


• • • 


v/iyi 

• • • 


• • • 


^hr^l 


^hrut 



'^hjq 



"^hrhq • • • '^hrht'h 



^h\ O'/iî 



^hq 



^hi 



h 



11 faut que Ton n'ait pas à la fois, pour les p valeurs de A, 



f*/il — VAii, H-Aî — V/tji, 



• • • > 



l^hrf, — ^'^hfhf'f,' 



Les <j étant donnés, il faut prendre pour v des valeurs telles que les 
sommes des éléments des colonnes soient égales aux a correspondants. Les 
[X sont ensuite, sous la condition qu'on vient d'énoncer, égaux aux sommes 
des éléments des lignes. Si l'on obtient le système donné, on avait affaire à 
un terme de la seconde sorte, pourvu, bien entendu, que 

Dans ce terme, on aura un c' où 



m 



< £ < I -h ^ 4- 2 (Xur,,-- ^./V/^y. 



Or, il résulte visiblement du Tableau que 

l'égalité n'ayant lieu que lorsque les [jl sont égaux aux a. Donc, qu'il s'agisse 
d'un terme de première ou de deuxième sorte, on doit avoir 



m < I 4- ^ 4- 2 a/,rA — ]^y <X/,, 
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Le minimum de ^j^^hj dans l'expression (i) entière est 

flti H- OCj -h . . . -h OC^ = Ot, 

et son maximum V /'a^aî de sorte que, si l'on pose 

on a à coup sur les inégalités 

(3) i-Ldii^t-oL^^oL^r,, 



cl 

\-\- 1 — d 






d. 



Inversement, si l'on choisit une valeur de rf, puis une valeur de m satis- 
faisant aux inégalités (3) et (4), il y a certainement, dans l'expression (i), 
des termes correspondants et, de plus, il figure parmi eux au moins un 
terme de première sorte. On déduit, en effet, des inégalités (4) et de 
l'égalité (2) 

11 y a donc au moins un système de valeurs de a, appartenant a des 
lermes de (1). Et puisque, en vertu de (3), r^rf. 



m 



< ^ -h w = I 4- ^ — 2 «/* /•/, — ^yV/iy, 



ce qui prouve Texistence de termes de la première sorte. 

Cela posé, considérons une valeur de d^ puis une de m, et enfin un sys- 
tème de nombres <j. Si l'on augmente rf de i et qu'on diminue m de i , on 
ne modifie pas les a. Posons d' = d -i-iy m' = m — i . Supposons qu'on 
puisse choisir la valeur d\ à chaque m correspondra un nombre m' accep- 
table (et on les aura tous ainsi), sauf à la valeur m = 1 -i- / — rf, si 
j -i- 1 — d = o. Voyons quelle modification ce changement apporte aux 
coefficients des 

Termes de la première sorte. — On avait c'^ où m<^i^d'\- m; on 
aura c^ où m — i<Ci^d--h m. Les termes supplémentaires seront par 
suite c^, et cela si m ^ i ; il en existera donc dès que i -h / — r/> o. Donc, 
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à chaque expression nouvelle /J';*. . ./^{l^ô"', introduite correspond un nou- 
veau coefficient dans les termes de première sorte. 



Termes de la deuxième sorte. — On avait c^^ où 



m 



li<\-\-t'\- ]^«/,r/,— ^j^hj. 



On aura c'^ où 



m 



— I < /< IH- ^ -h 2 «/,0*— ^jl^-hj' 



On pourra donc avoir des coefficients supplémentaires cj['"', si m^i. 

Ces remarques faites, pour qu'on puisse avoir l'identité annoncée dans 
renoncé du théorème, il suffit que les équations obtenues en égalant les 
coefficients des expressions /J';' ,../^;v6'" dans les deux membres admettent 
une solution par rapport aux c. Or on va ranger ces équations dans un 
ordre tel que lorsqu^on passe de l'une d'elles à la suivante^ il s'introduit 
une nouvelle inconnue^ et cela dans un terme de la première sorte : on 
pourra donc ainsi calculer successivement toutes les inconnues. 

Soit d'abord d = i. Posons m = / -h 0, 6 prenant l'une après l'autre les 

valeurs o, i, 2, Les coefficients entrant dans un terme de la première 

sorte sont les c^, où 

c'est-à-dire où « = i -h / -+- 0. Quant aux autres c\^j on a pour eux 

OU bien 

Si Ton appelle rf, -+- m, la quantité 

on a 

Pour = 0, il n'y a pas de valeur de d^-h m^^ puisque d -f- m est mi- 
nimum. Donc, au début, pas de termes de seconde sorte. 
En général, soit 

les coefficients de deuxième sorte correspondants ont été calculés comme 
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coefficients de première sorte pour rf = i , m = / -f- 6, (0, ^ — i). Donc, 
si Ton considère les équations obtenues en prenant û?=i, puis m — t^ 
/ -+- I, / 4- 2, . . ., celles qui correspondent à une même valeur de m étant 
classées dans un ordre arbitraire, elles déterminent successivement autant 
de quantités c inconnues. 

On opérera de même en prenant d^= i^ puis rf = 3, etc. D'une manière 
générale, supposons écrites toutes les équations jusqu'à certaines valeurs 
de rfet de m, et remplaçons rfpar df-h i, et m par m — i (si /w >o). Nous 
savons qu'à chaque nouvelle équation introduite correspond une nouvelle 
inconnue dans un terme de première sorte. Mais, ceux de seconde sorte 
ne contiennent que des quantités connues. En effet, supposant m ^2, soit 
une quantité cj^*""** d'un terme de seconde sorte. Comme plus haut, 
rf, H- m, <C ^ -H rn* !-•» quantité en question a donc figuré dans les termes de 
première sorte, quand on remplace m par m — 2 et rfpar rf, 4- /n, —{in — 2), 
nombre au plus égal à û?-hi et au moins égal à 1. Elle a, par suite, été 
calculée avant qu'on arrive aux équations qui correspondent à rf-4- i et 
à m — I. 

L'identité annoncée est donc établie. Il est d'ailleurs aisé de voir que le 
polynôme P^ est unique, c'est-à-dire que toutes les quantités c ont été cal- 
culées par le procédé indiqué. 
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ET DES PROPRIÉTÉS ÉUSTIQUES DES FILS FINS. 
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L'expérience que nous nous proposons d'étudier avec détail consiste à 
suspendre, à un iîl métallique, un disque horizontal gradué auquel est fixé 
un fléau léger qui supporte des corps de formes et de masses connues. On 
détermine, soit la loi complète de Tosciliation, soit simplement la loi de 
décroissance des amplitudes et les temps écoulés entre les passages en des 
points de Toscillation répondant à une définition précise. 

On peut se demander quelle est la meilleure technique expérimentale 
et quels renseignements on peut tirer de l'expérience sur les forces mises 
enjeu, provenant tant de la résistance de Tairque des propriétés élastiques 
du fil. Ce Mémoire est divisé en cinq Chapitres. 

I. Technique expérimentale. 

II. Étude théorique d'une oscillation à peu près sinusoïdale. 

m. Application à la résistance de l'air. Rappel des propriétés générales 
de cette résistance sur les mouvements de translation et de rotation tou- 
jours de même sens. 

IV. Application à la résistance de l'air. Mouvements oscillatoires. 

V. Application à l'étude élastique des fils. 

Fac. de T. — XI. F. I 
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On est prévenu par le litre même de ce travail qu'il ne s'agit que des 
méthodes. Nous avons profilé de Texpérience ac(|uise par ceux qui ont 
avant nous étudié ces questions, et ne croyons pas être les premiers à don- 
ner tous les conseils cpii suivent. Nous avons tenu à refaire soigneusement 
toutes les expériences dont nous parlons, sauf indication contraire. Les 
quel(|ues nombres que nous donnons ne doivent cependant être pris (jue 
comme des indications d'ordre de grandeur; nous remettons à d'autres 
Mémoires des résultats numériques en lescpiels on puisse avoir confiance. 



'••»« 
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CHAPITRE L 



TECHNIQUE EXPÉRIMENTALE 



De la cage de V oscillateur. 

L'expérience montre que Tair influe beaucoup sur le mouvement d'un 
corps oscillant sous l'action de Télasticité d'un fil (oscillateur). Il est donc 
nécessaire que l'état du milieu où le phénomène se produit soit bien dé- 
fini et que les conditions réalisées soient simples, ce qui arrive évidemment 
quand le milieu est indéfini et la température constante. On est donc tenté 
de placer l'oscillateur à même un espace très grand par rapport à lui, par 
exemple au milieu d'une cave. Mais l'expérience montre que, même dans 
une cave à température constante, les courants d'air sont très appréciables, 
ne peuvent être évités et empêchent toute mesure. On est forcé de placer 
Toscillateur dans une boîte en bois doublée de métal (feuille de zinc) pour 
y maintenir la température uniforme. Les courants d'air sont d'autant 
moindres que la boîte est plus petite; il y a donc une juste proportion à 
garder, afin que le milieu ne soit pas trop éloigné de se conduire comme 
indéfini et que les courants d'air y soient négligeables; le choix des dimen- 
sions de la boîte dépend évidemment de celles de l'oscillateur. 

Tous ceux qui se sont occupés de ces questions ont donné au fléau hori- 
zontal, qui supporte les écrans ou les masses produisant le moment d'inertie 
convenable, une longueur totale voisine de 5o^™. Dans ces conditions, on 
prend avantageusement une boîte circulaire de 70*'*" de rayon avec une hau- 
teur voisine de son rayon. Cela forme une grande meule qu'on place dans 
une partie d'une cave à température constante, séparée par une cloison de 
la partie dans laquelle se trouve l'observateur. 

La forme circulaire pour la cage a été rarement employée et se recom- 
mande pourtant par de bonnes raisons; elle permet l'étabhssement le plus 
naturel des filets de vitesse dans le milieu, et se prête à l'installation com- 
mode des échelles et des appareils enregistreurs. 

Toutefois, une boîte de 75*^™ de rayon et relativement plate ne permet 
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pas, à cause de la longueur ordinaire des bras de l'observateur (qui ne dé- 
passe j^ucre 6o*^'° utiles), le réglage commode des appareils qui sont au 
centre; il faut donc que par un procédé quelconque on puisse détacher du 
cylindre une partie limitée par un plan parallèle à Taxe et situé, par 






I. 




exemple, à /|0^" de cet axe. La Jig. i représente la projection horizontale 
de la cage; Tï est la ligne de séparation de la partie détachable. 

Pour la commodité de l'installation, nous supposons que RRR sont les 
murs principaux de la cave et que les cloisons sont disposées suivant SSS ; 
une porte au donne entrée dans l'espace réservé. 

La cage et les cloisons ont un certain nombre d'ouvertures. 

1° Pour l'observation par la méthode de Poggendorff des petites oscilla- 
tions, la cage est fendue en EE suivant un plan horizontal voisin de l'équa- 
teur, sur une hauteur de quelques centimètres et une longueur qui dépend 
de celle de Téchelle employée pour la lecture. Cette échelle cylindrique, 
Iransparente sur verre ou sur papier, est appliquée sur la fente EE. Pour 
Téclairer, une ouverture E'E' plus large et plus longue est pratiquée dans 
la cloison ; elle est recouverte par un carreau de vitre sur lequel est collé 
du papier calque éclairé par une lampe assez éloignée. La lecture se fait 
avec une lunette, à travers les ouvertures 0,0', par réflexion sur le miroir M 
vertical et solidaire de l'oscillateur. Le trou O est au-dessus ou au-dessous 
de la fente EE, symétriquement et aussi près que possible. On donne la 
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préférence aux échelles circulaires; elles sont aussi précises, se trouvent au 
point sur toute leur longueur et éliminent toute correction. Si Téchelle est 
trop longue pour qu'une lampe unique l'éclairé en entier, on dispose cette 
lampe sur un chariot et l'on n'éclaire que la partie utile, car il faut éviter 
tout ce qui fiiit varier la température. 

2^ La mesure des temps se fait photographiquement et l'emploi d'un 
h)ng cliché en papier s'impose. Ce papier est disposé contre la surface exté- 
rieure de laçage, recouverte, entre deux génératrices C, C, d'une feuille de 
zinc fendue suivant l'équateur sur une hauteur de 5*"™. La boîte elle-même 
est fendue entre les deux mêmes génératrices suivant l'équateur et sur une 
hauteur de quelques centimètres. 

Le papier photographique PP {^fig^ i et 2) est pris en bandes de 20^"* 

Fig. 2. 




C d 



OU 3o*^™ de large : on le coupe en bouts de 1™ environ. 11 passe sur les 
tubes de laiton r, /• et est fixé par des punaises à deux baguettes de bois ver- 
ticales 6, h reliées l'une à l'autre par des caoutchoucs y, q et un carré de car- 
ton ss. Le papier s'applique ainsi exactement sur la feuille de zinc; pendant 
ses mouvements verticaux, le carré de carton ss empêche le grippement 
des caoutchoucs dans la fente. Les mouvements des tubes rr et du papier 
sont rendus solidaires par des anneaux soudés sur les tubes et que montre 
la fig. 2 : la distance de ces anneaux égale la largeur de la bande de 
papier. 

Les tubes r, r {fig* 2) glissent eux-mêmes sur des tubes concentriques et 
de rayon moindre fixés, par leurs extrémités inférieures dd^ au plancher 
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de la boîte CABBAC (/ig- i) qui prolègc le cliché contre la lumière exté- 
rieure. Ils passent à frottement doux dans le plafond de la même boîte, 
sont invariablement reliés entre eux par la tige aa, chargée de poids p, />, et 
forment ainsi une sorte de cadre rigide. 

En agissant sur la corde ce, on déplace de haut en bas ce cadre raar' et 
Ton amène devant la fente telle bande horizontale de papier que Ton dé- 
sire. En AB(y?»*. i) sont des volets qui permettent de mettre et d'enlever 
le papier. 

Si le papier doit descendre d'un mouvement continu, on relie la corde ce 
au cylindre d'un tournebroclie à poids de grandes dimensions ; les 
poids p, p aident le mouvement du tournebroclie dont le régulateur égalise 
la vitesse qu'on fait varier par des poids supplémentaires appliqués direc- 
tement au tournebroche. On obtient ainsi, à très peu de frais, un mouve- 
ment au moins aussi régulier que ceux fournis par les coûteux appareils en- 
registreurs du commerce, dont la puissance mécanique est ridiculement 
insuffisante. 

Si le papier doit descendre d'un mouvement discontinu, on enroule la 
corde sur un axe de i^™ ou i^"^ de diamètre, passant à frottement dur dans 
ses trous d'axe. 11 porte normalement et solidement liée une tige assez 
longue qui se déplace sur un grand cercle de carton grossièrement divisé. 
On calcule facilement la fraction de circonférence dont il faut faire tourner 
l'axe, pour dérouler une longueur de corde donnée, par exemple 5™'°. 

L'image de la fente qu'on photographie sur le papier s'obtient à Taide 
d'un objectif achromatique à long foyer, à travers les trous O,, O', et par 
réflexion sur le miroir M,. Le trou O, est dans l'équateur de la boîte. Pour 
éviter la production de trois images, le miroir M, est argenté extérieure- 
ment ou simplement pris très mince. 

3*^ 11 faut enfin observer le disque de verre gradué II, horizontal et soli- 
daire de l'oscillateur. Sur les deux faces horizontales de la cage sont mé- 
nagées deux ouvertures G, G {/ig» i) de .^o*'"* sur So**"', recouvertes de 
glaces. La glace supérieure est percée en son centre d'un trou pour le pas- 
sage du fil; elle est en verre assez bon pour ne pas déformer les images. La 
glace inférieure est aussi percée d'un trou de i*'" de diamètre dont nous 
verrons plus loin Futilité. Elle sert au réglage de l'oscillateur et, dans ce 
but, elle est fixée invariablement dans un plan horizontal. Elle est recouverte 
extérieurement de papier cahpie, qu'éclaire, à l'aide de miroirs, une lampe 
placée dans la partie de la cave réservée a l'observateur. Les divisions du 



SLR LES OSCILLATIONS A PKU PRES SLNUSOIDALES A LONGUE PÉRIODE. 



F.7 



disque II se détachent ainsi sur un fond uniformément lumineux. On les 
lit dans une lunette à travers la glace supérieure par réflexion sur un mi- 
roir. Les trous dans la cloison SS, nécessaires à l'éclairage et la lecture, ne» 
sont pas indiqués sur la figure. Enfin la cage est solidement installée sur 
des assises stables pour éviter toute trépidation. 



Du système oscillant et du Jll de suspension. 

Le treuil / {fig- v^), sur lequel s'enroule le fil fin métallique supportant 
Toscillateur, est fixé à un cylindre A, qui tourne à frottement doux dans la 
plaque épaisse de laiton TT. Le fil passe dans un petit trou o qui est exac- 
tement dans Taxe du cylindre A. Celui-ci est venu au tour en même temps 

Fig. 3. 






i 



'^ 







qu'un disque DD : des billes placées dans deux rigoles circulaires creusées 
dans les pièces DD et TT, adoucissent les mouvements de rotation du 
disque. Un bras B, invariablement fixé au disque, butte contre des clefs C 
qui entrent à frottement dur dans des trous E percés dans TT à des dis- 
tances angulaires égales sur un cercle concentrique à l'axe de rotation. Au 
moyen d'une corde qui passe dans la gorge gg^ ou d'une fourche (non re- 
présentée) qui embrasse le bras B (et tourne autour d'un axe silué dans le 
prolongement de A et porteur d'une poulie horizontale), on peut, à dis- 
tance, faire tourner le disque et par conséquent l'extrémité supérieure du 
fil d'un angle connu dans un temps connu. 

Le fil supporte à sa partie inférieure l'oscillateur (fig. 4)- H se compose 
d'un système de révolution en laiton AA fait au tour d'une seule pièce. 
Une tige de 5"'° de diamètre porte à sa partie inférieure la masse PP ser- 
vant de tenseur; on a maintenu en CC une portée perpendiculaire à la tige 
qui est filetée suivant//*. Un écrou C, C, se visse autour du filet et serre, 
contre la portée CC, un disque BB en verre très mince, de 1 2*^" de diamètre, 
gradué en degrés. Un rectangle DD d'aluminium, de i4*^™ de longueur, est 
fixé perpendiculairement à la tige; il est continué par deux tubes d'alumi- 
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nium EE; rcnscmble des trois pièces a 5o*^"* de long et forme le fléau de 
roscillateur. On doit lui donner la forme précédente pour qu'il puisse se 
fixer aisément sur la tige, gêner le moins possible la lecture des divisions 



Fig. i 



s 



M 



IX 



£3 



B 



û 




B 



du disque, avoir une rigidité suffisante, présenter à Tair le moins de surface 
possible. 

Le fil de suspension s'engage dans le canal mn et est fixé à la cire Golaz, 
comme il a été expliqué dans notre Mémoire sur la torsion des fils fins ; 
enfin, Toscillateur porte axialement la pointe d'acier^, et les deux miroirs 
M et M, sont fixés sur sa tige, comme l'indique \?l fig, 5. Autour de la 

Fig. 5. 



JZi 



tige A glisse à frottement dur le bout du tube a fendu suivant une généra- 
trice et formant ressort. Une petite plaque de laiton hh y est soudée; contre 
elle on applique le miroir qui est maintenu par une goutte de cire. L'angle 
des miroirs M et M, est tel que Ton vise sur M dans la lunette le milieu de 
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Féchelle EE, quand l'image de la fente se forme approximativement au 
milieu du papier photographique. 

Avec quelque soin qu'ait été construit l'appareil, il n'est jamais parfaite- 
ment équilibré. On se sert pour le réglage définitif du pied à crémaillère 
représenté fig. 6. Ce pied supporte la planchette aa que traversent les 

Fig. 6. 




tiges de laiton v^ filetées à leur partie inférieure, munies des mollettes h 
et terminées à leurs extrémités supérieures par les pointes mousses c. On 
pose le pied sur la glace inférieure GG {\o\v fig. i) supposée horizontale, 
et l'on règle une fois pour toutes les tiges filetées, de manière qu'alors le 
plan ccc soit horizontal. Admettons {fig- 4) que la partie CC soit perpen- 
diculaire à la tige A, comme étant venue au tour, et que le disque de 
verre BB soit plan. En soulevant le plan ccc par le moyen de la crémail- 
lère, on constate si oui ou non le disque est horizontal. S'il ne l'est pas, on 
l'y amène en déplaçant, soit les masses supportées par le fléau, soit un petit 
poids I qu'on fait voyager sur la surface du disque. Le réglage effectué, on 
supprime le pied à crémaillère. 

Au moment où l'on produit la torsion du fil, peuvent naître de petits 
mouvements latéraux de l'oscillateur, soit parce que {fig. 3) le point o 
n'est pas rigoureusement sur l'axe de rotation, soit parce que la surface 
supérieure de la plaque TT n'est pas rigoureusement horizontale. Pour les 
éteindre, on installe à travers le trou que l'on a ménagé au centre de la 
glace inférieure GG, une tige supportée par une crémaillère qui se trouve 
sous la cage de l'oscillateur. La tige est creusée à son sommet d'une cavité 
pleine de mercure. 

On la soulève au moment du lancement et on l'abaisse quelques secondes 
après. Cette opération se fait de la partie de la cave réservée à l'obser- 
vateur, 

Fac. de r. — M. F. 2 
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Obturateur électrique. 

Dans les expériences dont nous décrivons la technique et dans d'autres 
analogues, on a souvent besoin de découvrir une fente à des intervalles de 
temps égaux et connus pour obtenir, soit des éclairs, soit des clichés. 
L'appareil, dont voici la description, est simple, robuste et d'une construc- 
tion peu coûteuse. 

Un pendule OA tourne à pivot autour du point O {fig. 7) ; il porte en A 
une armature de fer doux et, en BB, un écran de carton ou de zinc percé 
d'une fenêtre DD. Quand le pendule est dans sa position d'équilibre, cette 
fenêtre découvre la fenêtre F, qui est, par exemple, éclairée par un arc élec- 
trique. On peut aussi imaginer que l'écran BB est fixé perpendiculairement 
à la tige OA et qu'il oscille suivant un cylindre circulaire dont l'axe serait 
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une droite, horizontale, normale au plan de la figure au point O; en pas- 
sant par la position d'équilibre, il découvre alors la fenêtre d'un porte- 
cliché, supposée dans un plan horizontal. 

Un courant passe dans les électros Eli' montés en série. 

Amenons à la main l'armature A contre l'électro E. Si le courant est 
rompu pendant un temps très court (^ de seconde par exemple), E lâche 
le pendule qui revient s'appliquer contre E' et y reste. On a ainsi réalisé 
un obturateur toujours prêt à fonctionner. Son seul inconvénient est de 
donner à l'éclair par rapport à l'instant de la rupture un retard assez grand, 

mais constant et égal sensiblement à -^> en appelant T la durée d'oscillation 

du pendule. Ce fait n'a d'ailleurs aucun inconvénient dans bien des cas. 
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La rupture du courant peut être produite par une cause quelconque : elle 
peut être remplacée par rétablissement momentané du court-circuit cc"\ 
pourvu du moins que les électros aient une résistance suffisante; dans nos 
appareils la résistance était de Soo) par électro-aimant; on employait pour 
actionner l'appareil une batterie de lo éléments au bichromate. 

Le court-circuit peut être produit par le balancier d'une horloge, qu'il 
suffit de munir d'un léger pont en fil de platine, balayant la surface de 
deux gouttelettes voisines de mercure en communication avec les points C 
et C^. Rien n'empêche de mettre en série autant d'appareils identiques et de 
synchroniser ainsi autant d'éclairs qu'on voudra. On donne alors aux pen- 
dules les mêmes durées d'oscillation, pour que les retards soient les mêmes. 
Nous trouverons page 75 une application complète de cette méthode. 

Nous avons employé quelquefois un appareil presque aussi simple, mais 
qui exige un électro-aimant puissant. Imaginons, montés sur le même axe, 
un cylindre de bois sur lequel s'enroule une corde tirée par un poids, une 
roue d'échappement à chevilles et un cercle de carton portant autant de 
fentes radiales qu'il y a de chevilles à la roue (en général huit ou douze). Le 
système des deux bras qui produisent l'échappement porte une armature 
de fer doux. Il est tiré dans un sens par un ressort, dans l'autre par l'électro, 
si celui-ci est excité. A chaque rupture du courant, ou à chaque excitation 
suivant le montage, il passe une cheville de la roue et, par conséquent, une 
fente du cercle de carton. Le retard dans cet appareil peut être rendu très 
faible, mais il exige une construction plus soignée. On peut mettre un 
nombre quelconque en série et synchroniser des éclairs. 

Méthode générale de mesure des durées d'oscillation 

et des vitesses maxima. 

Nous verrons plus loin que la mesure de la durée d'une oscillation n'a 
de sens expérimental que si on la peut définir comme le temps qui s'écoule 
entre deux passages au même azimut, cet azimut étant voisin de celui 
pour lequel la vitesse angulaire est maxima. 11 résulte de ces conditions 
une méthode simple et précise pour la mesure simultanée de la durée de 
l'oscillation et de la vitesse maxima. 

Il est inutile de chercher à mesurer directement cette durée par un enre- 
gistrement fait à la main sur un appareil inscripteur quelconque; car, si 
l'équation personnelle d'un observateur est généralement considérée comme 
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constante, c'est à la condition expresse que le phénomène se reproduise 
toujours identique à lui-même. Or ce n'est pas le cas lors des divers passages 
au même azimut d'un système oscillant dont l'amortissement est notable 
(le seul dans lequel la mesure précise des durées ait un véritable intérêt). 
L'équation personnelle varie d'une oscillation à l'autre et peut masquer 
complètement les variations réelles de la durée. Il faut donc employer un 
procédé indépendant de l'expérimentateur. 

Supposons que l'on produise des éclairs toutes les secondes à l'aide de 
l'obturateur décrit, et que la lumière tombe sur le miroir M| (^fig* i) et 
fasse l'image de la fente F (^fig> 7) sur l'équateur de la cage. Supposons 
de plus que pour l'azimut par rapport auquel on doit mesurer les durées, 
el qui par hypothèse correspond à la vitesse maxima (théoriquement à peu 
près, mais pratiquement d'une manière rigoureuse), l'image coïncide avec 
une génératrice de cylindre, située sensiblement au milieu du papier pho- 
tographique et que nous prendrons pour origine. A chaque demi-oscillation, 
il se produit sur le papier un certain nombre de traits équidistants dont la 
distance mesure la vitesse angulaire maxima en unités qu'il est facile de 
transformer en radians-seconde. 

Ne considérons que ceux qui correspondent aux demi-oscillations d'un 
certain sens et rapportons-les tous à la génératrice origine. Soient — rf et 
-h d! les distances à cette droite de deux traits consécutifs appartenant à la 
même demi-oscillation, /^ et /i -1- i les numéros d'ordre des secondes aux- 
quelles ils correspondent : le temps de passage de l'image sur la droite 
origine est 



^ -^ zr^-ZTi = /^ -+- 1 - 



d^ d-\- a 



La précision de la méthode, à peu près indéfinie, dépend de l'amplitude, 
ce qui est un inconvénient négligeable ; car pour de petites amplitudes la 
durée est constante. 

La méthode donne donc : 

I** Les vitesses maxima ; 

1^ L'époque absolue, à un nombre entier de secondes près, du passage 
de l'image sur la génératrice origine ; 

3** Par la différence des époques, les durées d'oscillation. 

Si l'on ne mesure que la durée d'une oscillation complète, on peut prendre 
pour droite origine une génératrice du cylindre quelconque, pourvu qu'elle 
soit voisine de l'origine que nous définissons théoriquement. Si l'on veut 
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mesurer la durée des demi-oscillations, il faut déterminer avec soin la vraie 
position de l'origine; ce qui est d'ailleurs facile puisqu'elles correspondent 
généralement à la position de l'image lorsque le système oscillant est arrêté. 

Naturellement, après chaque demi-oscillation, on fait descendre le papier 
photographique comme il a été expliqué plus haut. Si l'oscillation a une 
amplitude supérieure à une circonférence, il se photographierait aussi des 
traits qui ne correspondent pas aux positions utiles du miroir : on a alors 
le soin de supprimer momentanément l'éclairage de la fente, soit en arrêtant 
l'arc, soit en interposant un écran. 

La nécessité de mettre le cliché à une distance du miroir égale au moins 
au rayon de la cage, soit 0^,75, impose des dimensions très grandes au 
papier photographique; car il est nécessaire que, même pour les grandes 
oscillations, l'image reste sur le papier à peu près deux fois l'intervalle de 
deux éclairs, soit près de deux secondes dans nos expériences. Par exemple, 
supposons que le papier recouvre 60** (^^'î^ ^^^ o™, 80 dans notre appareil); 

soit / l'intervalle de deux éclairs, T la durée d'oscillation, l'amplitude ne 

5T 

peut guère surpasser ---• Avec de la chance, on aurait encore deux traits 

sur le papier pour — — > mais on n'en serait pas sûr à l'avance. 

L'emploi du papier photographique, moins sensible que les plaques, est 
une gêne, en ce sens que la lumière doit être très intense, surtout avec des 
poses assez courtes, pour que l'image soit encore nette (< ^ de seconde) ; 
il est aussi un avantage, car la manipulation est plus commode et les lu- 
mières étrangères qui pénètrent nécessairement dans la cage de l'oscillateur 
le voilent fort peu. On le développe simplement au fer. 

PORTE-CLICHÉ POUR OBTENIR SUR LA MÊME PLAQUE UN GRAND NOMBRE DE CLICHÉS. 

Application à l'enregistrement complet d'une oscillation. 

Le problème à résoudre consiste à obtenir sur une plaque photogra- 
phique une série de clichés élémentaires juxtaposés. Le porte-cliché est 
une boite en bois AAAA ayant o™, 27 sur o™, 40, s'ouvrant par sa face supé- 
rieure. Le couvercle est percé d'une fenêtre de 8/12™™, coupée par un réticule 
en fil de cocon et qu'on peut fermer au moyen d'un petit volet à glissières p 
(/ig- 8). La plaque photographique i3/i8 est montée sur une plate-forme 
non représentée, fixée sur un système de double coulisse. Le cadre infé- 
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rieur DD, mobile dans le sens des flèches F, peut être manœuvré de l'extc- 
ricur par un système représenté schématiquement par la tige d (en réalité 
une crémaillère). Sur lui se déplace la planchette E dans le sens des 
flèches F'; elle est manœuvrée de Textérieur par la tige e. Le fond de la 
boîte AA' se prolonge en avant par la plate-forme AB, sur laquelle est 



.^^-^- 









collée une feuille de papier i3/i8, divisée en autant de petits rectangles 
qu'on veut obtenir de clichés élémentaires. Lorsque l'extrémité de la tige c 
est au centre d'un de ces rectangles, la partie correspondante de la plaque 
est sous la fenêtre percée dans le couvercle de la boite AA. On conçoit 
que l'on puisse amener sous cette fenêtre telle partie de la plaque que l'on 
désire. Le jeu de l'appareil est assez commode pour qu'on effectue le mou- 
vement en une demi-seconde et qu'on prenne facilement un cliché toutes 
les secondes. La plaque contient aisément 182 clicliés élémentaires, qui 
n'empiètent pas les uns sur les autres. Il ne faut que quelques minutes pour 
remplacer une plaque remplie par une autre. 
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CHAPITRE II 



(») 



ÉTUDE THÉORIQUE D'UNE OSCILLATION A PEU PRÈS SINUSOÏDALE. 



Comme il a été dit au début de ce Travail, on peut déterminer, soit 
généralement la loi de roscillation, soit simplement la loi de décroissance 
des amplitudes et les temps écoulés entre les passages en des points de 
Toscillation répondant à une définition précise. 

Est-il possible, même avec des expériences aussi précises que permettent 
de les espérer les méthodes décrites dans le Chapitre précédent, de déduire 
directement la loi de la force de la connaissance de la trajectoire du mobile? 
Cela est tout à fait impossible. 

La force est égale, à un coefficient près, aux différences secondes des 
données brutes de l'expérience, puisque les positions du mobile sont enre- 
gistrées à des intervalles égaux de temps. Il n'y a pas de mesures qui ré- 
sistent à une pareille manipulation : les moindres erreurs s'exagèrent, et 
par surcroît, il est impossible de se rendre compte a priori de la précision 
relative de ces différences calculées. 

Reste la marche inverse ; calculer a priori la forme de la trajectoire 
correspondant aux forces soupçonnées et comparer à l'expérience. Cette 
méthode est généralement illusoire; car il va de soi qu'une opération 
ne peut pas être indéterminée sans que l'inverse le soit. Si nous pouvons 
déduire de la trajectoire et des vitesses sur cette trajectoire telle loi de 
forces qu'il nous plaît, nous pourrons également, avec la même indétermi- 
nation, obtenir la trajectoire avec telle loi de forces qu'il nous conviendra. 



(*) Le lecteur est prévenu que l'on emploie dans ce Chapitre l'expression force suivant 
une variable donnée, dans le sens suivant : c*est le coefficient par lequel il faut multiplier 
la variation de cette variable pour obtenir le travail correspondant à cette variation. Si la 
variable est une distance comptée sur une courbe, la force suivant la variable est assimi- 
lable à la projection d*une force proprement dite sur la tangente à la courbe; si la variable 
est un angle évalué en radians, la force suivant la variable est assimilable au moment d'un 
couple proprement dit, etc., sans d'ailleurs que l'on suppose dans le système considéré 
Texistence réelle d'une telle force ou d'un tel couple. 
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On objecterait à tort que nous sommes dans un cas particulièrement défa- 
vorable, puisqu'il n'y a rien à tirer des courbures et généralement de la 
forme de la trajectoire : dans le cas où l'on chercherait de cette forme à 
déduire la loi d'une partie des forces, la double imprécision expérimentale 
se retrouverait; la première, puisqu'on devrait user des vitesses, c'est-à-dire 
des différences premières des résultats bruts de l'expérience; la seconde, 
parce qu'il faudrait déterminer le rayon de courbure de la trajectoire, opé- 
ration qui manque de précision. 

Qu'on ait parfois déduit la loi des forces de l'étude directe de la tra- 
jectoire dans certains cas où l'on ne pouvait pas faire autrement (étude du 
mouvement d'un projectile dans le canon, etc.), rien de mieux. Cette con- 
sidération ne nous empêche pas de conclure que la méthode directe ne peut 
rien donner de précis. On n'enregistrera donc la trajectoire du mobile que 
dans les cas où l'on pourra simultanément enregistrer autre chose ; nous 
trouverons dans le Chapitre IV une intéressante application de ce qui pré- 
cède. 

La loi de décroissance des amplitudes est connue avec une extrême pré- 
cision, puisque le mobile s'arrête un instant à l'extrémité de ses oscillations. 

Reste la détermination des temps écoulés entre les passages en des points 
de l'oscillation répondant à une définition précise. 

Or il n'y a généralement dans une oscillation simplement périodique 
que deux sortes de points dont les définitions soient nettes : 

1** Les points de vitesse nulle; 

2° Les points d'équilibre dynamique ou de vitesse maxima. 

Et il se trouve qu'il est expérimentalement impossible de déterminer 
l'époque des passages d'un repère en ces points. La définition des premiers 
est en effet excellente dans l'espace, puisqu'ils répondent à un maximum de 
l'élongation. Elle est donc indéterminée dans le temps, puisque la vitesse y 
est nulle. La définition des seconds est doublement indéterminée : elle Test 
dans le temps et dans l'espace; seule la vitesse maxima est bien déterminée. 
Il est donc parfaitement inutile, à quelque précision que se fassent les expé- 
riences, de chercher à connaître l'époque des passages d'un repère en ces 
points. 

Dans le cas des oscillations à peu près sinusoïdales, on peut trouver un 
azimut de définition précise qui ne présente pas ces inconvénients. Lorsque 
les forces fonction de l'azimut peuvent s'exprimer par un développement à 
coefficient constant de l'azimut (ce qui n'est généralement pas le cas lorsque 
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le fil de suspension est quelconque), on peut compter les durées d'oscilla- 
tion à partir de l'azimut parfaitement déterminé pour lequel les forces 
fonction de Tazimut ont une résultante nulle. Cette position peut être 
appelée position d'équilibre statique^ parce que c'est dans cet azimut que 
s'arrêtera le repère dont on détermine les époques de passage. 

Fort heureusement, dans la pratique, la vitesse peut être considérée 
comme maxima et le mouvement comme uniforme, lors du passage à cette 
position d'équilibre statique; ce qui dispense de faire l'enregistrement 
complet de l'oscillation et légitime la méthode exposée au Chapitre précé- 
dent, qui donne simplement et automatiquement les vitesses maxima et les 
époques en question. 

Ces préliminaires posés, entrons dans l'étude théorique d'une oscillation 
à peu près sinusoïdale. 

Soit un mobile qui part avec une vitesse nulle d'un point caractérisé par 
le couple — C, et un azimut a, ; il oscille et parvient, de nouveau avec une 
vitesse nulle, au point caractérisé par le couple Cj et l'azimut ol^. Désignons 
par 9(a) la loi des couples représentée par la courbe ABD {fig- 9). La 




condition d'arrêt est que les aires a^ AB, a^BD soient égales. On se propose 
de déterminer, pour quelques formes simples de la courbe ABD, la durée 
d'oscillation et l'amortissement. 

Par définition, l'amortissement est mesuré par le nombre [x défini par la 
relation 



__ Ci-C, 



Fac. de T. — XI. 
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Ce nombre est supposé généralement petit; il ne dépassera pas, par 
exemple, 0,2. 

On désigne par G le temps nécessaire pour accomplir le parcours unique 
d'une vitesse nulle à une autre vitesse nulle; par T le temps nécessaire à 
parcourir une courbe d'aller et une courbe de retour : on a donc à peu près 

T = 2G. 

On appelle C l'étendue a^ — a, d'un parcours simple, A l'amplitude de 
l'oscillation délînie à partir d'un point voisin du point B où la force est 
nulle et dont la définition précise est donnée dans chaque cas particulier; 
on à donc à peu prés C = 2 A. 

Suivant la convention énoncée au début de ce Chapitre, nous employons 
arbitrairement les termes /orc^ et déplacement^ ou couple et azimut. 

1. Forme type : oscillation harmonique, — La courbe ABD = ç>(a) 
est une droite Fa. La constante F s'appelle constante de torsion. Il n'y a 
pas d'amortissement, a = o. La durée de l'oscillation est constante et indé- 
pendante de l'amplitude. 

L'équation du mouvement est 






Posons 0) = -7p-; on a 



a^rAsino)/, T = 2G=:27ri/p 



2. Forces produisant un amortissement et ne modifiant pas la durée. 
— Supposons que sur le mobile agissent 

i" Une force proportionnelle à l'élongation; 

1^ Une somme de forces proportionnelles à des puissances positives de 
la vitesse. 

La courbe 9(a) aboutit, à ses deux extrémités, à la droite invariable 
C = Fa, qui coupe l'axe des abscisses en un point fixe B' auquel nous rap- 
porterons les amplitudes et par rapport auquel nous compterons les dépla- 
cements et mesurerons les durées. 

Posons B'M = A,, B'N = A2; nous avons 

Ct — Ct Al — A^ AA 
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L'amorlissement esl ici défini par la perte d'amplitude divisée par l'am- 
plitude moyenne. 

Soit/oH"/i^ "^A^^-i"- • • 1^ somme des forces proportionnelles à des 
puissances de la vitesse; nous n'écrivons que des puissances entières; les 
résultats seraient les mêmes s'il se trouvait des puissances fractionnaires 
positives. 

Pour un azimut a, la force proportionnelle à l'élongation est Fa ; le travail 
pour un déplacement rfa est Fat/a; donc l'énergie potentielle correspondant 

Fa* 

à un azimut a est Si l'amplitude est en un bout A et qu'elle devienne 

pour l'autre bout A — AA, la perte d'énergie est FAAA; elle mesure le 
travail des autres forces pendant la demi-oscillation. Or cette oscillation 
restant sensiblement sinusoïdale, ce travail est 



*/ T 



T 

k 



avec 



a = ksïiKùt, 



En posant 



7C 



il vient 



d'où enfin 






P = A(/oIo^-/,Aa)Ii4-/,A^a)«I,4-...). 



= ^ = f [^ +/,a)I,4-/,Aa)«I, + . . .] 



On trouve facilement 

i_ i_^ i—^ i__^^ î_^^ 

Même raisonnement pour des puissances fractionnaires positives. 

Donc si un mobile esl soumis à une force proportionnelle à l'élongation 
et à une somme de forces proportionnelles à des puissances quelconques 

positives de la vitesse, la perte d'amplitude AA s'exprime par un dévelop- 

A 

pement où entrent les mêmes puissances du produit A(o ou du quotient j,- 
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Cas particuliers. 

a. Admettons qu'il ne subsiste que le terme /^ p. On a 

On sait que dansée cas l'oscillation peut être représentée par la sinusoïde 
amortie 

On appelle XT le décrément logarithmique. Cherchons à déterminer X 
en fonction de /< et des autres constantes. Pourvu que l'amortissement ne 
soit pas trop rapide, on a 

La constante F n'intervient pas dans l'expression de X, comme l'ont 
remarqué MM. Cornu et Baille; mais ce n'est qu'apparent, car elle inter- 
vient dans XT, que peut seulement déterminer l'expérience. 

b. Admettons qu'il ne subsiste que le terme /a p^. On a 



Or 



AA '^ ./ ^' 

rT«i=4ît'M d'où AA=^4ï 

o m 



La constante du fil n'intervient réellement plus; il ne reste que le moment 
d'inertie. La raison s'en voit immédiatement : en augmentant le diamètre 
du fil, on augmente bien la valeur de l'énergie potentielle, correspondant 
à une perte d'azimut AA, mais on augmente dans le même rapport les 
perles d'énergie dues à l'accroissement de la vitesse angulaire qui résulte 
du changement de fil. Ce curieux résultat a été démontré par Hirn, au 
moyen d'une analyse de huit pages in-quarto dont il se montre très fier. 

c. Enfin si les deux termes /i r H-/2^^ subsistent, on a 



AA 



_ TU» r . i6 Al 



Exprimons les coefficients en fonction de ce qu'on mesure généralement. 
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Soient trois lectures successives des azimuts de vitesse nulle que nous 
supposerons faites en degrés : a^ aj, aj. 

Posons c'= OL^ — 0L29 C"= ag — a,; ce sont les étendues des parcours. 

La variation Ac correspond à l'étendue moyenne C = 

L'expérience donne donc directement c et ^c et l'on peut supposer Ac 
exprimé en fonction de C, dans le cas particulier actuel, par la formule à 
deux termes Ac = ac-{' bc^. 

Or c et Ac représentent en d'autres unités la même chose que 2 A et 2 AA ; 
on a donc identiquement 

d'où 

TT ^ ^^ 3rT« 

•^ Tc* "^ A 1671* 

Or c est exprimé en degrés, A en radians; donc -r = — ; d'où enfin 



A 7C 






formules qui permettent de calculer /, et /^ en dynes-centimètres. 

Il est souvent commode d'énoncer le résultat, non plus en radians-dynes- 
centimètres, mais en centimètres-dynes. Ce qui revient à admettre que le 
couple produit par une vitesse angulaire p et représenté par /^ p 4- /a^^ est 
produit par une force ayant son point d'application à une distance d de l'axe 
et agissant sous l'action de la vitesse linéaire V = vd-^ son expression est 

Or on a identiquement 

Cette force correspond au couple f\vd}->rf\v^d^\ d'où identiquement 
d'où, enfin, 
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On a aussi 

Ces transformations sont souvent utiles. 



Influence d'une série de percussions en certains points d'une oscillation 

sinusoïdale ou à peu près sinusoïdale. 

Soient a = o la position d'équilibre, a le point où l'on donne la petite 

impulsion. 

On a 

a = Asinc(i)^, i' = wAcosw/. 

Le temps /,, mis pour aller de o à a, est 

/i = - arc tanff 

Cl) (• 

Si à partir de a, sans impulsion, le corps finit son oscillation, il arrive 
au repos au bout d'un temps 



- ( arc tang — j tel que ^, 4- ^, — — 



Supposons qu'en a on donne une petite impulsion — Se ; le corps con- 
tinue avec une vitesse un peu différente et le temps nécessaire pour aller 
de a au repos devient 

I /tu , wa \ 
t't — -[ are tang . 

La diminution de durée est sensiblement -^-r- • 

Cl) A. 

Soit maintenant F la force à chaque instant exprimée en fonction de a 
qui produit l'impulsion. 
On a 



d'oi 



2 


= Mr 


ôr ; 


F 


doL. 
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La diminution du temps est 

Fada aSç 



s Al 



Cette formule donne des résultats déjà connus. 

Supposons que l'impulsion se produise au passage par la position d'équi- 
libre, a = o. L'expression —rn ^st nulle quel que soit Sp. Donc une impul- 
sion dans ces conditions ne change pas la durée. M. Cornu a appliqué cette 
propriété dans la synchronisation des horloges; bien avant lui, Helmholtz 
l'avait utilisée, théoriquement pour l'explication des phénomènes de réso- 
nance dans l'oreille, pratiquement pour l'entretien des diapasons. 

Supposons, en second lieu, deux impulsions symétriques; l'effet est nul 
sur la durée, car l'effet total est 

Le théorème a été énoncé par M. Lippmann, qui en a déduit une mé- 
thode d'entretien électrique d'une horloge. Mais il ne faisait qu'appliquer 
explicitement ce qui se trouve réalisé dans les horloges à poids. Seulement, 
ce sont deux séries d'impulsions symétri(|ues que produit l'échappement, 
et non deux impulsions; la théorie reste la même. 

Ces préliminaires posés, considérons une oscillation à peu près sinusoï- 
dale; sur le mobile agissent donc : i** une force proportionnelle à l'élonga- 
tion; I® d'autres forces quelconques suffisamment petites par rapporta la 
première. Nous pouvons considérer que ces forces, au lieu d'agir d'une 
manière continue, procèdent par impulsions successives. Ce procédé est 
théoriquement inattaquable; reste à savoir s'il nous conduit simplement 
au résultat cherché. 

Pour connaître la durée d'oscillation d'un mouvement périodique, il 
faut, suivant la marche régulière, intégrer d'abord complètement l'équa- 
tion différentielle du mouvement, pour déterminer a en fonction de p. Ceci 
fait, la durée d'un parcours est fournie par la quadrature 






Or les deux opérations sont généralement impossibles. 

Il n'en va pas de même avec la méthode actuelle. On compare la durée 
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(le roscillation à peu près sinusoïdale à la durée de roscillalion rigoureu- 
sement sinusoïdale ; la différence de ces durées est donnée par la quadra- 
ture 



f. 



mais le problème est devenu tout différent. 

Comme l'intégrale précédente est une correction, il n'est plus nécessaire 
de connaître F et (.• rigoureusement en fonction de a; une simple approxi- 
mation suffit. Il est, par exemple, généralement plus que suffisant de 
supposer dans la quadrature le mouvement rigoureusement sinusoïdal. 

Application au cas où la force F est développable suivant une série 

de puissances positives de la vitesse. 

Supposons donc, comme première approximation, le mouvement rigou- 
reusement sinusoïdal. 
On a 

a^Asino)^, r = AwCOSw^, 
F,, !=/„ A" û)'* cos" û) ty 

àv ^^/nX^tù" COS'* (k) i dt. 



-— r-, = îûî/n A'^-^co^-^cos^w^sinco/e//, 



Enfin, 



/ 



— -^ A"->w«-»cos«-»-*(k)/ 



w*A« (/^4-l)M 



pour l'intégrale indéfinie. 

Nous avons pris implicitement comme origine des temps le passage au 
point B' correspondant à la position d'équilibre sous l'influence de la force 
proportionnelle à l'élongation. 

r 

Etendons l'intégrale à un quart d'oscillation; elle a, au signe près, pour 
valeur 

fn 



(/i-i-i)M 



A^-^w'»-^ 



Nous pouvons lui donner une autre forme. 

Nous avons trouvé pour valeur de l'amortissement produit par la 
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force F,,, 

Introduisant cette valeur, il vient pour Tintégrale, 

T 

Le temps nécessaire pour aller de M en B' est ^ -+- '^5 le temps nécessaire 

T f T . 

pour aller de B' en N est -^ — t. Le temps total MN est resté -; il est donc 

invariable à Tordre d'approximation choisi. 

Si l'on compare des oscillations caractérisées par le même amortisse- 
ment, le point B'(a = o) coupe donc le parcours MB'N en deux portions 
dont les durées, inégales, ont une différence du même ordre que Tamortis- 
sement [x. La valeur de cette différence décroît, pour le même amortisse- 
ment et la même durée, lorsque grandit le nombre //, c'est-à-dire la puis- 
sance positive, mais entière ou fractionnaire, de la vitesse à laquelle la 
forcées! proportionnelle; ou, ce qui revient au même, le produit (n -+- 1)-*^,, 
augmente avec n. 

Cas particuliers. 

Vérifions les formules précédentes dans les cas où l'on peut traiter le 
problême directement. 

a. Force proportionnelle à la puissance o de la vitesse. — C'est, si 
l'on veut, une force constante toujours opposée au mouvement comme le 

frottement dû aux corps solides. La formule donne 1 = 7—- Traitons ce 

cas directement {fig- 10). 
L'équation du mouvement est 

M ^ -^ Ta 4-/0 = 0. 

L'intégrale est 

(x=:— ^ -f- A sin (k) ^ 

La durée T n'a pas varié. L'amortissement est mesuré par -rrrr- = ^ 
{\o\vfig. 10). 

Fac. de T. — XL F. 4 
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T 



Les deux parcours MB el BR se font dans le temps -La portion BB' 

f 
se fait avec la vitesse (oA. On a BB' = y> ^^ durée du parcours BB' csl 

r Cl) A 2 &) 



En définitive, le parcours MB' se fait dans le temps 






f* 2 W 



el le parcours B'R se fait dans le temps 



T 



20) 



a uT 



Or — = Ç-> résultat de la formule générale 
2 0) 47r ^ 



Ig. 10. 



Forces 



Azimuts 




h. Force proportionnelle à la première puissance de la tntesse. — La 



formule donne t = 



2 7r' 



L'équation du mouvement est 






dt' 



dt 



Posons X = ^, 0) = ^: T' est la durée avec amortissement. 

2 M y' ^ 

On a 



r=z27rM 



2 



v//irM --7f 
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L'intégrale est 
d'où 



a z= aoe~^'sina)/; 



/i = 



_4M 



f^--)' 






^M 



Ici nous avons poussé l'approximation plus loin que page 19; nous avons 
laissé le terme en f\. Le premier terme de l'expression de \x est donné 
par la formule générale de la page 19. 

On a, de même, 






2 7:* 



La durée est constante, si Ton néglige les termes en [x^. C'est précisé- 
ment dans un cas particulier le résultat démontré généralement plus haut. 
Le Tableau suivant facilitera des comparaisons ultérieures : 



îi = o,o 

I 
2 

3 

4 
5 

6 

7 
8 



T' 



= 1 , 000 000 
5 

47 

84 

i33 

«94 
267 

352 

4-7 



[1 = 0,10 

1 1 

12 

i3 

14 

i5 

16 

17 
18 

19 

2U 



T' 

= = 1 ,000 5G3 

687 
827 
983 
1 i53 
I 339 
I 543 
I 766 

«99^ 
a 2^9 

2 522 



Les passages en B' (^fig* 9) sont donnés par la condition a = o et se font 
aux temps -;^- Les passages aux vitesses nulles se font aux temps 



2 
T X 



(2//-t-i) j 1 donnés par l'équation tango)/ = y 

Donc le temps mis pour aller de M en B' est 



UV 



fxT 

27C* 



et le temps mis pour aller de B' en N est 



4 



X T jxT 



w' 



2 71- 



ce qui est le résultat annoncé. 
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Srco/idc approximation. 

Les calculs précédents ne donnent qu'une première approximation : la 
durée n'est constante (jue parce <jue nous néf^lifi^eons les termes en ix*, ce 
(|ui revient, dans la (piadrature, à né}(liger ramortissement et à supposer le 
niouvein(*nt rij^oureuseinent sinusoïdal. L'allongement de durée de la 
première moitié du parcours et la diminution de la seconde moitié sont 
alors égaux. Si Ton tient compte de la diminution des vitesses pour la se- 
conde moitié, le raccourcissement est un peu plus petit que rallonjjfement; 
la durée du pîUTours augmente. Les impulsions dues aux forces propor- 
lionnelles au\ puissances de la vitesse ne sont plus symétriques. 

Pour trouver une seconde approximation, il n'est pas nécessaire de con- 
naître exactement la loi d'amortissement; il suffit de choisir une loi quel- 
concpie, pourvu qu'elle donne un amortissement total égal à ramortisse- 
ment réel et permette d'effectuer facilement la quîidrature. Ces conditions 
sont satisfaites par la forme 

On a 

en négligeant un terme qui n'a pas (rinfluence sur le résultat. Il vient 

alors 

F„ = /„ A" oj" t'-">' cos" M t. 



OL 01' I 



-— - = -,-, /•„A"-'o)''-»e-("^-»^"cos'»fi)/sin&i/^//. 
'I)* A^ Al • 

Par une première intégration par partie, on fait apparaître cos""^' co /• on 
développe, suivant les cosinus des multiples de l'arc (o/; on est ainsi ra- 
mené à des intégrales de la forme* 



rpie Ton sait intégrer. 






I 



Bref, rintégrale / -rvi se met sous la forme 



.M-Nc."'-^'''^ 



1 
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X2 ^ 

-^^^ SOUS la forme 



Ces deux intégrales représentent respectivement rallongement et le rac- 
courcissement de deux quarts successifs de Toscillation prise entre vitesses 
nulles. 

La différence est donc de la forme 

Ces deux facteurs sont de Tordre de [Ji; le produit est de Tordre de (jl*-*. 

Ainsi Ton peut conclure que les forces proportionnelles à des puissances 
positives quelconques de la vitesse produisent un changement négligeable 
sur la durée d'oscillation, tout en modifiant profondément la loi suivant 
laquelle se fait le mouvement. 



'^^ Forces gui ne produisent pas d* amortissement et agissent 

sur la durée. 

Premier type : Force proportionnelle à l'accélération. — Soit gy^ -^ 
son expression : la nouvelle durée est donnée par la formule 



'. = -\/^V=-\/t 



en posant ni -+- gQ=z M\ 

L'allongement de durée est indépendant de l'amplitude. 

Généralisation. .— Supposons que la force soit de la forme 
L'amortissement est nul parce que toutes les intégrales de la forme 



I'' v^ aat 



l 

sont nulles. 

Cherchons l'allongement de la durée. 
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Le quart de la nouvelle période T' est donnée par l'intégrale 



Or on a 



•^ (M' -+- ^1 c -f- ^j r» 4- . . . ) — - Ta, 

ce/r (M' 4- ^, (' -h. . .) = — Fac/a, 

L'équation du mouvement peut toujours s'intégrer une première fois et 
la recherche de la durée est ramenée à une seule quadrature. 

Calculons le résultat en bornant le développement à ses deux premiers 
termes. 

On a 



d'où 






Les deux quarts consécutifs de l'oscillation sont évidemment symé- 
triques. 

Enfin, au même ordre d'approximation, on a 

L'allongement a donc une partie constante et une partie proportion- 
nelle à l'élongation. Pour mettre le phénomène en évidence, il faut donner 
à l'appareil oscillant un faible moment d'inertie. 

Second type : La force peut se développer suivant une série à coefficients 
constants de l'élongation. L'équation différentielle générale est 



M^ 4-ra + ra»-^... =ro. 



L'oscillation ordinaire du pendule, pour de grandes oscillations, 
lans ce type. 



rentre 
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Pour que roscillation soil symétrique, il faut, au passage par la position 
d'équilibre (a = o), changer brusquement le signe des coefficients de toutes 
les puissances paires de a. Sans cette précaution on aurait des oscillations 
dissymétriques dont Helmhollz a étudié quelques cas dans son Acous- 
tique. 

Pour ce second type l'équation du mouvement peut toujours s'intégrer 
une première fois et la recherche de la durée est immédiatement ramenée 
à une quadrature. 

Soit A l'amplitude, on a, en effet 

M(^* z= r(A*- ««} 4- 1 r'(A' - a») -4-. . . . 

Cas particuliers. 

a. Soit l'équation 

M -j-r 4- Toc — 6 a' := o. 

Soit Vq la vitesse maxima, on a 



« _ TA' 2 bk 
M 3 M 



^Î^-TV-^TT -V^> 



T _ r doL 

4 "" 



\/m(^'-«')-|m(^'-«') 



Supposons b assez petit pour qu'on puisse négliger son carré ; posons 
-. =z Uy u varie de o à i , 

A 

T r du r' du I 



'" 1 v/m^-'"^-w('-'") i /|(-«V- 



ikb I — u* 



3r i-//' 



=/Vfrâ^.( 



A 6 I — «' 



H- TT^Fi 



Sr I-^i' 



/Mît /^±_ f \-u ^ du 

V T 2-^V t3tJ^ i-£.vr-=^' 



La dernière intégrale définie vaut 



1 , 268 - » 
2 
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d'où 

_ = _+,, 268- y/^^, T'=T(^. +0,423 -^j. 

L'accroissement de durée est proportionnel à l'amplitude. 

If, Si Toscillation est dissymétrique, c'est-à-dire si l'on ne change pas le 
sipne de b en passant par la position d'équilibre, le raisonnement précé- 
dent reste vrai. Mais les deux quarts successifs de l'oscillation, de part et 
d'autre de la position d'écjuilihre, ont des durées inégales, 



^ = ^(^.-0,4.3-^1 



La somme reste constante et égale à - : la variation de durée est de 
Tordre de i-. 

La dissymétrie est donc loin d'augmenter, au point de vue des durées, la 
différence entre l'oscillation modifiée et l'oscillation harmonique (propo- 
sition énoncée par Helmholtz, retrouvée par Cornu et Baille). 

c. Soit Téquation 

M —TT H- Fa— ca' — o. 

r 

(Test l'équation du pendule composé quand on fait c = ^ et qu'on évalue 
a en radians. 

On trouve 

SA'c 



T' = T 14- 



8 



r 



r 

Faisant c = v;» on retrouve la formule bien connue du pendule 



T' = T(r + f;) 



/|" Forces qui produisent un amorlissenicnl et agissent sur la durée. 

Nous n'envisagerons que le cas suivant, parce qu'il a une importance 
extrême dans Tétude de l'élasticité des fils fins. 

Supposons que la loi des forces soit représentée par une fonction du 
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second degré à coefficients constants des azimuts comptés à partir de 
Vazimut de départ (vitesse nulle). 

Soient connus les couples — C| etCa aux extrémités du parcours et l'am- 
plitude totale C de la demi-oscillation. 

L'équation des forces est 

Écrivons qu'à l'extrémité du parcours le travail des forces est nul 



I Crfa = o; il vient 






avec la condition 
d'où 



r = 2^^^'7^S ^ = 3^*"^'^' 



c o 



et sensiblement 



2bC ^ „ ib r, 

|JL= ..^p- = (3«L en posant y^ nr (3. 



On vérifierait aisément qu'au même degré d'approximation il est indif- 
férent de déterminer l'amortissement en couples ou en azimuts; mais ces 
amortissements sont loin d'être constants et, comme première approxima- 
tion, sont proportionnels à l'amplitude. 

Nous reviendrons, dans le Chapitre IV, sur certains détails dont l'utilité 
ne pourrait être comprise en ce moment. 

Durée d^ oscillation. — La vitesse est dans l'azimut a donnée par l'in- 
tégrale V = i/ — 2 I G dcc. 

La durée d'un parcours qui va de l'azimut o de départ à Tazimut a est 



/-* (loi /^ __^^ 



a — Fa' H 77— 



Soient ^ et R les racines de l'équation 

2C1 — Ta H ^ =0; 

Fac. de T. — XI. F. 5 
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3r 

C est l'amplitude du parcours, R = —^ — c. 

La durée du parcours simple s'obtient donc en prenant rintégrale ci 
dessus entre o et C. 

Posons 0L = z^, z = uy/C'^ on a 

^^ r^ d oc ^^ r^^ dz_ 



_^ r' du 



Posons ^ = /r^, 



S 



\ bK J v/(i_a«)(i — yt«M«) \ bl\ 



Posons -= = ç^o» il vient 

v/r ' 

G = — ^ _ K(A:M avec A:* == ^ ^ » — — ^-— - • 

^ y/i — Pi: I — (3C 1 — fx 

Ces formules se simplifient quand l'amplitude est petite. 

7^ v/i-(3^ 2V 4/ \ 4/ \ 4/ 

La décroissance de la durée est proportionnelle à l'amplitude et à Tainor- 
tissement. 
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CHAPITRE IIL 

APPLICATION A LA RÉSISTANCE DE L'AIR 



Mouvements de translation et de rotation toujours de même sens. 

Pour se rendre compte de la manière suivant laquelle la résistance de 
Tair intervient dans les oscillations d'un mobile, il est indispensable de ré- 
sumer nos connaissances générales sur ce sujet. Nous le ferons très suc- 
cinctement : nous avons tenu à répéter les expériences dont nous parlerons 
avec tout le soin possible, pour nous rendre compte du degré de confiance 
qu'on peut avoir dans les méthodes. 

Le problème de la résistance de l'air peut s'énoncer ainsi : Un corps 
a dans un milieu fluide, de nature et de propriétés données, un certain 
mouvement; déterminer à chaque instant : 
i*^ En tous les points du milieu la vitesse; 
2^ La pression; 

3** En tous les points de la surface du corps la pression; 
4° Calculer la ou les résultantes des pressions sur le corps, résultantes 
qui sont, par définition, la résistance du milieu. 

Le milieu est donné par ses propriétés élastiques et par certaines condi- 
tions de limitation ou de non-limitation suivant qu'il est fini ou indéfini. 

i" Déterminer la vitesse en tous les points du milieu revient à déter- 
miner les lignes de vitesse et la grandeur de la vitesse en chacun de leurs 
points. Imaginons un petit corps, flottant dans le milieu et ayant toujours 
exactement la densité du milieu. La trajectoire de ce corps est une ligne de 
vitesse ; le tube limité par des lignes de vitesse s'appelle jfilet. 

Pour un milieu incompressible le phénomène est complètement repré- 
senté autour d'une ligne de vitesse par la forme de cette ligne et les posi- 
tions des flotteurs toutes les secondes. 11 l'est encore complètement par la 
forme de la ligne et la section du filet dont elle est l'axe; ou, si l'on veut, 
par la représentation complète du filet. Car le produit 5p, de la section 5 
par la vitesse linéaire p, est constant. 

Si le milieu est compressible, la connaissance complète du phénomène 
exige que l'on fournisse les deux éléments selv qui ne sont liés par aucune 
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relation nécessaire. Les schémas qui sont suffisants pour l'eau ne le sont 
plus pour Tair, car un grand accroissement de pression peut faire coïncider 
une diminution et dans la vitesse et dans la section du filet. 

Dans un liquide, il est facile de mettre en suspension des poudres qui 
jouent le rôle de flotteur. Dans l'air on utilise des fumées, des fils légers 
et souples. On peut aussi employer des bulles de savon ; si elles sont très 
fines, leur mouvement de descente est lent et elles ont à chaque instant à 
très peu près la densité du milieu. 

2° Déterminer la pression en tous les points du milieu est extrêmement 
difficile. Théoriquement, il suffirait d'imaginer que nos flotteurs sont 
petits et élastiques et qu'on peut déterminer à chaque instant leur volume. 
Les bulles de savon ont l'élasticité désirable; reste à trouver le moyen d'en 
mesurer instantanément le volume avec une certaine précision. 

Il ne s'agit pas de créer un obstacle fixe qui impose une limitation au 
milieu ; le problème serait complètement modifié. Il faut que le mouvement 
relatif entre le milieu et l'appareil de mesure soit nul. 

3° La troisième partie du problème semble plus abordable. Elle ne pré- 
sente pour les liquides aucune difficulté. On remplace des portions de la 
surface du corps par des lamelles élastiques analogues à des capsules 
Marey, et on mesure leur déformation. Tous les appareils qui permettent 
de mesurer la pression du sang dans les artères sont basés sur ce principe. 

Malheureusement pour l'air, si les vitesses ne sont pas grandes, supé- 
rieures par exemple à une dizaine de mètres par seconde, les pressions à 
mesurer sont de l'ordre du dixième de millimètre d'eau. Il est illusoire 
d'étudier un phénomène dans ces limites. 

4*^ C'est donc à la quatrième partie du problème que force a été de 
s'attacher et, bien que la solution soit relativement facile, il subsiste bien 
des doutes, des contradictions et des obscurités. 

Mouvement uniforme de translation dans un milieu indéfini. 

On a quelquefois voulu distinguer deux problèmes difl^érents : 
i*^ Mouvement uniforme de translation d'un corps dans un milieu indé- 
fini supposé primitivement au repos; 2° Mouvement uniforme et de trans- 
lation du milieu, le corps servant d'obstacle fixe et modifiant le mouvement 
du milieu jusqu'à une certaine distance de lui. 

Malgré l'opinion de Poncelet {Mécanique industrielle)^ ces deux pro- 
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blêmes n'en font qu'un; car, si les résistances dépendent des mouvements 
absolus du milieu et du corps, les résultats seront différents suivant qu'on 
opère du nord au sud, de l'est à l'ouest ou de haut en bas, ce qui n'a jamais 
été constaté. 

Il est généralement impossible de déplacer le milieu indéfini avec une 
vitesse connue. Cependant, dans le cas de l'air, le milieu se déplace de lui- 
même : c'est le vent. On peut opposer à l'action du vent des plans minces 
ou tout autre corps et déterminer la résultante des pressions, soit en sus- 
pendant le corps à un fil et en déterminant la déviation du fil, soit en atta- 
chant le corps à l'extrémité du fléau d'une balance de torsion. Quelque 
soit le dispositif expérimental, la principale difficulté est la mesure de la 
vitesse du vent et l'hypothèse de la constance de cette vitesse ; or le vent 
procède toujours par raffales; sa vitesse, même quand il semble le plus 
régulier, peut varier du simple au double en une fraction de seconde 
(Langley, Smithsonian Conlrib., i^gS). Comme on ne peut songer à pro- 
duire artificiellement la translation uniforme d'un milieu suffisamment in- 
défini, on a toujours étudié le mouvement des corps dans un milieu primi- 
tivement au repos. 

S'il est plus facile de déplacer le corps que le milieu, il est plus commode 



Fig. II. 




d'énoncer les phénomènes en supposant le corps fixe et le milieu mobile : 
c'est ce qu'on fait généralement. La Jig. 1 1 représente la forme des filets 
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produits par le mouvement uniforme d'un plan mince circulaire, norma- 
lement à lui-même. Nous reproduisons ici cette figure, qui n'est qu'un 
schéma, parce que Poncelet, dans sa Mécanique industrielle, donne des 
figures où les remous sont représentés par des sortes de spirales logarith- 
miques (au centre desquelles Tair s'accumulerait indéfiniment) et que le 
Mémoire de Baille (*/. Ec. Pol.^ Cah. 52) en contient une dont il est im- 
possible de découvrir le sens. 

Les phénomènes sont de révolution autour de la normale TT au disque 
passant par son centre; les tourbillons se produisent en arrière du disque, 
suivant les méridiennes d'une série de tores; il n'y en a pas à l'avant. Pour 
déterminer les lignes de vitesse, on use de deux méthodes. Dans la première, 
on attache à Técran (mû horizontalement d'un mouvement sensiblement 
uniforme etrectiUgne) des fils supportant des bouts de papier, le tout jouant 
le rôle d'une girouette; ou bien on lui fait transporter des bougies, et l'on 
détermine le sens dans lequel la flamme s'incline. Dans la seconde, on dé- 
termine les trajectoires de bulles de savon. Mais il faut alors tenir compte de 
la chute de la bulle sous l'inlluence de son poids. Une bulle, arrivant suivant 
AB, n'entre dans le tourbillon que parce qu'elle tombe, autrement elle 
continuerait suivant BG. Corrélativement, de si près qu'elle rase le disque 
vers le bas suivant A'B', elle n'entre jamais dans le tourbillon. 

Il est très curieux de voir l'appel d'air se produire en arrière du disque, à 
une distance beaucoup plus grande qu'un diamètre, et les bujles de savon 
entraînées pendant plusieurs mètres. Strictement, ce devrait être toujours 
la môme matière qui forme les tourbillons; pratiquement ils sont alimentés 
par les tubes de vitesse voisins et leur restituent constamment du fluide, 
le phénomène n'ayant pas la régularité théorique qu'on a représentée. Au 
passage du disque le mouvement se fait sentir latéralement à plusieurs dia- 
mètres; la figure n'exagère pas les phénomènes. 

Pour compléter ce schéma il faudrait donner, aux flèches qui repré- 
sentent les vitesses, des longueurs convenables, ce que nous n'avons pas 
osé faire, tant l'expérience présente d'incertitude. 

Résultante des pressions. Te? me en \^. 

L'étude expérimentale des filets est donc très délicate et peu précise. 
Dubuat a fait sur eux des hypothèses générales qui sont, au moins en gros, 
d'accord avec l'expérience : 
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1° Leur forme reste invariable pour un corps donné, quelle que soit la 
vitesse V du corps dans le milieu indéfini primitivement au repos. 

2** La vitesse en un quelconque de leurs points est dans un rapport inva- 
riable avec cette vitesse V. 

3^ La forme et la grandeur des filets sont indépendantes de la nature du 
milieu fluide. 

Il résulte des deux premières hypothèses, qui avaient été faites implici- 
tement par Newton, que la résistance est proportionnelle au carré de la 
vitesse. Car le corps, qui se meut avec une vitesse V dans le milieu primi- 
tivement au repos, devant créer une force vive proportionnelle à V^ (hyp. 2**) 
dans un volume proportionnel à l'espace parcouru en l'unité de temps 
(hyp. 1**), perd, dans l'unité de temps, une quantité d'énergie proportion- 
nelle à V^ 

Soit R la résistance du milieu; son travail dans l'unité de temps est RV. 

On a donc 

RV = AV, R = AV«. 

La constante A dépend de la forme du corps; si l'on change le milieu, elle 
varie proportionnellement à la densité (hyp. 3*^). Les milieux n'inter- 
viennent que par leur masse. Newton avait même cherché à déterminer 
théoriquement la valeur numérique de la constante A, mais son résultat est 
erroné. 

On s'est eflbrcé de vérifier ces déductions par l'expérience; or, pour être 
concluante, elle exige des conditions difficiles à réaliser. On ne peut monter 
le corps sur lequel on veut étudier la résistance de l'air sur un train ou sur 
un bateau à vapeur ayant une vitesse connue (comme le proposait Poncelcl ) ; 
car on serait loin d'avoir réalisé le milieu primitivement au repos; la proxi- 
mité du support changerait le phénomène. 

On a recours à la chute libre ; mais, pour obtenir un mouvement rapide 
à peu près uniforme, il faut disposer de chutes très élevées, comme le prouve 
le calcul suivant. Cherchons quelle hauteur de chute est suffisante pour 

que la vitesse soit devenue uniforme à une approximation donnée -• 

Soient M la masse du corps, P son poids. La force à chaque instant est 
F — /a^^, au moins approximativement comme on le verra. 
L'équation du mouvement est 

Mdif , dx 



P-/,C» V 
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Soit V la vitesse limite définie par la relation P — y^ V* = o. 
On a 

Or jTT = 980; il vient 

X— — 7;-Iog-- 

1 900 n 

Donc la hauteur de chute doit être proportionnelle au carré de la vitesse 
limite pour une approximation donnée. Soit n = 3oo, log nat — = — 5 

x m V-.2,55. 10""'. 

Si Ton veut aller avec cette approximation à des vitesses de 10™ ou de 20™ 
par seconde, il faut au moins des hauteurs de chute de 25™ ou de 100". 
Encore avons-nous admis que, pendant le mouvement accéléré, la résis- 
tance n'est pas plus grande que pour la même vitesse dans le mouvement 
uniforme, ce qu'on sait être faux. 

Les conditions précédentes ont été réalisées par MM. Cailletet et Colar- 
deau qui lâchaient les corps du premier étage de la tour Eiffel. Ils ont ainsi 
vérifié en chute libre pour le mouvement de translation la proportionnalité 
de la résistance de l'air au carré de la vitesse entre 2™ et 25™ par seconde. 
Pour les plans minces horizontaux, les résistances sont proportionnelles 
aux aires S de Técran et représentées en G. G. S. par la formule (^voir p. 40 

R = 0,00069 S V. 

Les auteurs semblent considérer ce coefficient comme sûr à -^ près; 
cette approximation serait un immense progrès. Poncelet, discutant toutes 
les expériences connues en i84i (et depuis les connaissances expérimen- 
tales ne se sont guère étendues), propose le coefficient 0,00084, supérieur 
au précédent de 22 pour 100. 

Dans ces expériences, les corps sont attachés à un fil qu'ils déroulent 
dans leur chute et qui sert à déterminer leur vitesse. Ge fil agît d'abord 
par sa résistance au déroulement qui est négligeable, ensuite parce que les 
portions qui partent du repos doivent acquérir la vitesse générale de chute ; 
leur inertie agit comme une force retardatrice négligeable si le fil est fin et 
léger. Ges deux causes tendent à augmenter la valeur du coefficient. 

La résistance transversale du fil au vent n'est pas négligeable : le fil n'est 
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• 

pas rectiligne, sa longueur ne mesure pas la hauteur de chute, elle est plus 
grande. Cette cause d'erreur diminue le coefficient, puisque la vitesse me- 
surée est plus grande que la vitesse réelle. Mais sur une hauteur de i5o™, 
en admettant io'° de flèche, il se déroulerait i52™ de fil; en admettant 20" 
de flèche, il se déroulerait 157"° de fil. 

Donc il ne pourrait au pis résulter de cette cause qu'une erreur de i à 
2 pour 100. 

De toute manière, il semble bien qu'on puisse considérer le coefficient 
comme connu à i pour 100 près. Telles sont les seules expériences qu'on 
ait réalisé sur le mouvement rectiligne et uniforme dans l'air. Toutes les 
autres ont été faites à l'aide de manèges où le phénomène est tout diflerent. 
Cependant nous pouvons utiliser leurs résultats, car le mouvement de ma- 
nège, qui change les valeurs absolues des coefficients pour un milieu, 
respecte à peu près leurs valeurs relatives dans diflerents milieux. 

MM. Cailletet et Colardeau ont montré que la loi du carré de la vitesse 
reste vraie pour des pressions supérieures à celle de l'atmosphère, que le 
coefficient est proportionnel à la densité actuelle du gaz par rapport à l'eau 
et indépendant de sa nature; il faut donc attribuer ce terme proportionnel 
au carré de la vitesse à une action de la masse, comme d'ailleurs tout le 
monde l'avait fait depuis Newton. Ces résultats confirment ceux qu'avait 
publiés Hirn dans un Mémoire paru en 1882 (Ac. de Belg.^ 43) et qui 
n'ont pas la portée philosophique qu'il se plaisait à leur attribuer. Le coef- 
ficient du terme proportionnel au carré de la vitesse qui, pour des écrans 
plans de ioo*^'ià i ooo*^*ï et des vitesses de o"*,5o à 10" est pratiquement le seul, 
a été trouvé, par Hirn, proportionnel à la densité du milieu, indépendant 
de la nature du gaz et, à densité constante, indépendant de la température. 

Dubuat avait émis l'hypothèse suivante : « Pour des corps semblables et 
dirigés semblablement, les dimensions absolues des filets sont seules modi- 
fiées, mais non leurs rapports de grandeur et de positions relatives. » D'où 
résulte qu'au moins pour des plans minces découpés suivant des surfaces 
semblables, la résistance est proportionnelle aux aires. MM. Cailletet et 
Colardeau ont trouvé que la restriction est inutile et que le coefficient reste 
le même quelle que soit la forme des surfaces. 11 ne faudrait peut-être pas 
trop généraliser cette assertion. 

En cfl^et, ce qu'on appelle résistance de Vair sur un corps est la résul- 
tante totale (les pressions. Elle ne peut en aucune manière être assimilée à 
une somme algébrique de pressions à peu près égales, agissant sur les divers 

Fac, de T. — XI. F. 6 
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éléments de la surface. A priori^ et à en juger par la forme des filets, les 
bords interviennent tout autrement que les parties centrales. Une compen- 
sation entre ces pressions, qui permettrait la proportionnalité de la résis- 
tance à Tair, existe peut-être approximativement pour toutes les formes qui, 
à aire donnée, ont un périmètre voisin de celui du cercle. Le cercle, le 
carré, le triangle équilatéral de même surface, ont leurs périmètres comme 
les nombres i,oo, i,iv3, 1,29, c'est-à-dire assez voisins. La compensation 
peut avoir lieu approximativement dans ce cas; il est improbable qu'elle 
se fasse toujours. L'hypotbèse de Du buat présente, au contraire, beaucoup 
de vraisemblance. 

Borda trouve dans ses expériences que « la forme de la partie du corps 
qui ne reçoit pas le choc de Tair ne fait rien ou très peu de chose à la résis- 
tance que ce corps éprouve ». L'assertion est certainement inexacte. 

Knfin, dans le cas des surfaces planes. Borda a cherché comment la ré- 
sistance dépend de Tangle d'incidence, c'est-à-dire de l'angle que font la 
direction du mouvement et la normale à la surface. Il n'a pas énoncé la loi 
qui est encore inconnue. 

Cas de la splière. — Les expériences de Newton l'ont conduit à une 
formule qui, transformée en C. G. S., devient 

U = 0,00101 /'V, 

r étant le rayon de la sphère. Le coefficient est beaucoup trop fort. Borda 
dit que les résistances d'un grand cercle et de la sphère à laquelle il appar- 
tient sont entre elles comme 2,44 est à i. Admettant le coefficient o,ooo6q 
pour le plan, il vient pour la sphère 

U = 0, 00088 r-V*. 

Les artilleurs, s'appuyant sur des expériences faites avec des vitesses de 
So"* par seconde, admettent (IIélie, t. I, p. 179) 

i\ =: 0,00067 r'V'. 

On voit que la question n'est guère avancée. Il est cependant probable 
que le nombre des artilleurs ne convient pas aux petites vitesses. 
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Conséquences de la loi du carré des vitesses. 

De la loi du carré des vitesses se déduisent des conséquences importantes 
sur la chute, dans l'air, des corps animés d'une vitesse horizontale, consé- 
quences qui ont leurs applications dans l'étude du vol des oiseaux. Le point 
de départ est une expérience de M. Marey. Ayant, d'une part, photogra- 
phié, à des intervalles de temps réguliers de o*, i , une balle de peau remplie 
de son, tombant en chute libre, et, d'autre part, la trajectoire de cette balle 
lancée horizontalement à la main, M. Marey constata, en mesurant les 
hauteurs de chute successives sur les deux épreuves, que la balle tombait 
plus vite dans le premier cas que dans le second. Le commandant Uchard 
(Revue d'Artillerie^ ^892) donna l'explication de ce fait dans un Mémoire 
sur l'influence de la vitesse initiale d'un corps sur sa chute dans l'air et 
montra que les faits observés sont une conséquence immédiate de la loi de 
la résistance proportionnelle au carré de la vitesse. Rien de pareil ne se 
produirait si l'air résistait comme la vitesse ou toute autre puissance de la 
vitesse inférieure à la première. M. Langley (Études aérodynamiques : 
Smithsonian contributions to Knowledge, '891, et Énergie potentielle 
du ventj 1898) reprit cette étude expérimentalement et expliqua, par ses 
expériences et l'étude intime de la constitution du vent, certaines particu- 
larités importantes du vol plané. Nous ne faisons que signaler ces travaux, 
ne cherchant qu'à rassembler les faits qui interviennent dans les oscillations. 

Introduction du terme en V. 

En 1801 (Mémoire de l'Institut, III), Coulomb montra que dans les li- 
quides, pour des mouvements suffisamment lents, quelle que soit la forme 
des corps soumis à l'expérience, la résistance se compose de deux termes et 
s'exprime par une formule telle que 

R=AS(flVH-V«). 

Le terme en V subsiste pour les grandes vitesses, mais son influence est 
insensible. La valeur du coefficient a dépend essentiellement du genre de 
mouvement qu'on étudie : « II y a même cas, dit Coulomb, et tel est celui 
où un plan se meut dans le sens de sa surface avec un mouvement très lent, 
oii la portion de la résistance proportionnelle au carré disparaît presque en 
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entier et peut être négligée. » Coulomb a donc parfaitement distingué qu'au 
moins en gros, les deux termes se rapportent à des phénomènes différents: 
celui du carré à des effets de masse et d'inertie, celui de la première puis- 
sance à des effets de viscosité, sans contester d'ailleurs Tinfluence simultanée 
des deux causes sur les deux termes. 

D'après les travaux de Navier et de Stockes, on a été conduit à définir 
une constante caractérisant la viscosité, et ainsi définie. Concevons le fluide 
se mouvant par couches parallèles au plan des xy^ le mouvement ayant lieu 
dans une direction parallèle à l'axe des^. Il consiste en une sorte de glisse- 

ment continu, et -77 peut être pris pour mesure de la vitesse du glissement. 

La pression totale, rapportée à l'unité de surface, se compose d'une pres- 
sion normale en rapport avec la densité, et d'une pression tangentielle 

exprimée par x\ -y^» qui tend à réduire le mouvement relatif. Le coefficient 

yj a pour l'air, en C. G. S., la valeur r\ = 0,00018 suivant Tomlinson ; il est 
indépendant de la raréfaction des gaz et croît avec la température. 

Stockes {Mémoires de la Société de Physique, t. V), partant des équa- 
tions de Navier, montre que la résistance opposée au mouvement rectiligne 
et uniforme d'une sphère de rayon /• est donnée par la formule 

H =r G TTY) r V = o , oo333 r V. 

Nous avons trouvé, d'après Borda, pour le terme en V^, 

R — 0,00088 /-^VS 

d'où, réunissant les deux termes, il vient pour la résistance totale 

H - 0,00088 /-^ /MX ^ v*V 



•(^ 



Il faut donc que la sphère soit bien petite et le mouvement singulière- 
ment lent pour ([ue le terme en V^ disparaisse devant le ternie en V : si in- 
certains que soient les coefficients, celui du carré de la vitesse n'^est pas 
négligeable devant celui de la première puissance. Donc, pour des mouve- 
ments rectilignes et uniformes, même lents, la résistance de Vair n*est 
pas proportionnelle à la vitesse, quelle que soit la forme du corps. Il s'est 
établi le préjugé contraire, parce; qu'on a confondu les mouvements recti- 
lignes et les mouvements oscillatoires. 
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La sphère est le seul corps pour lequel le coefficient de V soit théorique- 
ment déterminé. 

Stockes s'occupe aussi du cylindre indéfini mû avec une vitesse recti- 
ligne et uniforme perpendiculaire à ses génératrices. Il démontre (art. 46 
et 47) que le mouvement ne tend pas vers un état permanent. A mesure 
que le cylindre avance, il entraîne avec lui une quantité de plus en plus 
considérable de fluide; la forme des filets et leur grandeur se modifient; la 
résistance est variable et ne peut s'exprimer par une formule où n'entrent 
que la vitesse et le rayon du cylindre. Quelle que soit la confiance que 
puisse inspirer le Mémoire de Stockes, et bien qu'on ne puisse critiquer ses 
développements mathématiques, il y a quelque chose dans ce résultat et, 
par suite implicitement, dans les équations fondamentales qui répugne : on 
admettra difficilement que le remous à l'arrière du cylindre et le mouvement 
autour de lui puisse s'étendre indéfiniment. Stockes fait d'ailleurs tant de 
restriction au début du calcul que l'on peut se méfier du résultat. 

Si le terme en V dépend de la viscosité, il dépendra dans de larges pro- 
portions de la température, de la pression et de la nature du gaz, de la 
forme du mobile et de l'enceinte. Il est ainsi très facile de l'augmenter 
considérablement, même pour des écrans plans se déplaçant dans un milieu 
indéfini, en remplaçant le plan opaque par du tulle, de la mousseline, de 
l'étamine. Ainsi, pour des vitesses variant de i"* à 3™ par seconde, pour 
lesquelles le terme en V correspondant à l'écran plan est pratiquement 
négligeable, on a trouvé 

Écran on gros tulle o,ooo3-2(i4V -+- V) 

Tulle fin o,ooo3o(2oV h- V*) 

Grosse mousseline (*u V h- V ) 

Avec de tels écrans, môme pour d'assez grandes vitesses, la loi du 
carré est loin d'être rigoureuse ; on a exagéré l'influence des bords et créé 
comme une série de tubes courts; on a aussi singulièrement diminué l'in- 
fluence des remous qui se forment à l'arrière de l'écran. Ce sont là de nou- 
velles restrictions à cette proposition, que la résistance d'un écran plan ne 
dépend que de l'aire et non de l'étendue des bords. 

m 

Mouvement de translation rectiligne non uni/orme. 

Supposons que, le mouvement étant uniforme depuis un temps assez long, 
on produise une variation brusque de vitesse : il y a une perturbation dans 
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Le carré de / placé dans l'équateur a pour moment d'inertie 



m 



(--^) 



La diminution, quand on passe de la seconde à la première position, est 

Si Ton veut que la compensation soit exacte, au moins à très peu près, 

il suffit de planter normalement une tige de longueur / et de masse m. 
Le cercle de rayon r placé dans un méridien a un moment d'inertie 



m 



(-?) 



Le cercle de rayon r placé dans l'équateur a un moment d'inertie 



m 



("-?) 



mr^ 



La diminution est —r-\ elle serait à peu près compensée par une tige de 

masse m et de longueur / = r\/3. Si l'on connaît le diamètre de la tige 
métallique employée, on peut aisément obtenir une compensation rigou- 
reuse. 

De toute manière, il faut que les écrans soient légers et que l'appareil 
dynamométrique ne permette que de tous petits mouvements, pour éviter 
que ses indications ne retardent sur la force à mesurer. 

M. Marey n'a pas fait de déterminations numériques : son expérience 
montre seulement qu'au passage de la vitesse o à la vitesse V, la résistance 
est plus grande momentanément que pour cette vitesse V. 

Même dans ce cas du passage brusque d'une vitesse V, uniforme à une 
autre vitesse uniforme V^, il y a bien des problèmes à résoudre sur la solu- 
tion desquelles nous ne savons rien : déterminer la résistance en fonction 
du temps, la manière dont elle dépend de e et de la loi suivant laquelle on 
passe de V, à Va, la valeur de l'énergie nécessitée par ce passage, etc. 

11 serait peut-être plus facile de résoudre un autre cas particulier du 
même problème, celui du mouvement rectiligne uniformément accéléré ou 
retardé (a priori le pliénomène peut être différent dans les deux cas). Si 
Ton se reporte à l'analyse de la page 89, on voit que le seul moyen d'obtenir 
un tel mouvement pendant un temps suffisamment long pour que les expé- 
riences soient possibles, est de donner aux écrans une surface assez faible 
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comparalivcmcnt à la masse des poids moteurs, et de relier l'appareil sur 
lequel on doit agir, et qui serait construit suivant les indications précé- 
dentes, à une sorte de machine d'Atwood de grandes dimensions et à poids 
très lourds, dont on aurait, par un montage sur billes, diminué autant que 
possible les frottements. Il est essentiel d'éviter tout frottement fonction de 
la vitesse et de pouvoir à volonté changer et mesurer l'accélération supposée 
constante. Il est évident que les conditions à réaliser sont justement l'in- 
verse de celles qui s'imposent dans les expériences analogues à celles de 
M. Cailletet. 

Outre les résistances proportionnelles aux puissances de la vitesse, il 
faut faire intervenir une force fonction de l'accélération . L'hypothèse la 
plus simple est d'admettre qu'elle lui est proportionnelle, ou que tout se 
passe comme si le corps entraîne, quelle que soit la vitesse, une portion 
constante du milieu ambiant, qui, invariablement liée au corps, agit comme 
une augmentation de sa masse propre. Tout changement de vitesse produit 
une force d'inertie additionnelle due à l'action du milieu. 

L'existence d'une force simplement proportionnelle à l'accélération est 
très improbable, car la masse entraînée dépend nécessairement de la vi- 
tesse. 

On peut généraliser l'hypothèse et admettre l'existence d'une masse en- 
traînée proportionnelle à un développement suivant certaines puissances 
de la vitesse 

Comme nous le verrons, il semble que les puissances /ï, m, ... sont 
fractionnaires. Nous n'avons pas de données expérimentales sur ces phéno- 
mènes; M. Boys, par la Photographie, a bien montré qu'une balle de fusil 
entraîne une proue considérable, mais les déterminations numériques 
manquent totalement. 

Mouvement de rotation uniforme {dit de manège). 

Si l'on pouvait appliquer, à chaque élément d'une surface plane qui tourne 
autour d'un axe avec une vitesse angulaire constante co et dont le plan passe 
par l'axe, les lois et les coefficients numériques qui se rapportent au mou- 
vement rectiligne, on pourrait facilement calculer le couple nécessaire à 
entretenir le mouvement. 

Soit X la distance d'un élément de surface dxdy à l'axe de rotation pris 

Fac. de T. — XI. . F. 7 
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pour axe des coordonnées, le couple est pour cet élément 

dl\ zr k dx dyx^ w', 

et pour la surface entière 

'^ — kiss'ÇÇx^dxdy, 

k étant une certaine constante. Si cette surface est tout entière suffisamment 
éloignée de l'axe, et si d représente la distance à l'axe de son centre de 
gravité, l'expression précédente devient, aux restrictions de la page 4' 
près. 

On sait depuis longtemps que le coefficient A* déterminé par ces fornnules, 
en plaçant un écran plus ou moins loin de Taxe, n'est pas constant et croît 
à mesure que la surface se rapproche de l'axe. Dubuat a fait Thypothese 
suivante : « Pour des surfaces semblables et semblablement dirîg-ees, 
placées à des distances de l'axe proportionnelles à leurs dimensions homo- 
logues, le coefficient qui multiplie co^rf'S dans l'expression du couple ré- 
sistant est le mémo. » 

Soit Œ le rapport de similitude, on peut poser 

\\ — k'ss''d^^f['L\ 

/ Qsl une fonction à déterminer pour une surface particulière; elle doit 
satisfaire à la condition y (oc) = i, et peut servir pour toutes les surfaces 
semblables; A* est une constante qui, d'après les expériences connues, a 
o,oooG() pour valeur. 

L'hypothèse de Dubuat est très naturelle : on pourrait en faire d'autres 
analogues, mais moins probables. Appelons a' le rapport d'extension per- 
ptMidiculairement à l'axe de rotation ; on pourrait admettre que la résis- 
tance de toutes les surfaces (jui s'obtiennent, à partir d'une surface donnée, 
(Ml multipliant les abscisses para' et en maintenant constantes les ordonnées 
se calcule par la formule 

/étant une fonction à déterminer pour une de ces surfaces et servant pour 
toutes les autres. 

Enfin les deux hypothèses précédentes peuvent être vraies simultanément. 
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Appelons rj" le rapport d'extension parallèlement à Taxe de rotation (de 
sorle que l'opération a revienne à deux opérations œ' et œ" égales). L'hypo- 



thèse actuelle revient à admettre que/( — , j est indépendant de a" : la résis- 
tance d'une surface est proportionnelle à sa dilatation, parallèlement à l'axe 
de rotation. 

L'exemple suivant fait bien comprendre le sens de ces trois hypothèses 

D'après Dubuat,/( -j reste le même pour les trois surfaces r, 2, 3; les 
couples résistants sont comme i, 82, 243. 

D'après la seconde hypothèse, /( — ) est le même pour les surfaces 4? 
5, 6; les couples résistants correspondants sont comme i, 16, 81. 
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D'après la troisième hypothèse, /est le même pour les surfaces 7, 8, 9, 
bien que a" soit différent; les couples résistants sont comme i, 24, 256. 

Il faut déterminer expérimentalement, pour une surface donnée, la loi 
f{d). Elle permettra, si l'une des hypothèses est vérifiée par l'expérience, 
de calculer les couples résistants pour une infinité d'autres surfaces. 

Réciproquement, si l'on est assuré de la vérité de l'une des hypothèses, 
on peut remplacer la détermination de f{d) par une même surface, par 
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celle de /(-) ^^/f — )' ^ ou a' étant seuls variables : ce qui revîeni à 

opérer à une distance constante de l'axe, mais avec des écrans diffé- 
rents. 

Si la fonction/, quelle qu'en soit la forme, convergeait assez rapidement 
vers l'unité quand la variable croît, il suffirait de prendre un manège ayant 
des bras de longueur médiocre et une surface dont l'aire ne soit pas néces- 
sairement très petite pour déterminer la valeur numérique du coefficient A' 
correspondant au mouvement de translation. On avait admis cette conver- 
gence rapide jusqu'à ces dernières années et l'on en avait déduit comme 
conséquences erronées : 

I® Un coefficient A* trop grand; 

2° Un coefficient A croissant beaucoup avec l'aire de la surface employée. 

Malheureusement la convergence rapide vers Tunité n'existe pas. Pour 
un écran de 20/20, on a trouvé pour /(rf) les valeurs suivantes : 

d^z 5o, 60, 70, 80, 90, 100, 1 10, 
7=1,72, 1,58, 1,45, 1,34, 1,28, 1,22, i,i5. 

Des trois hypothèses précédentes, laquelle faut-il admettre? La déter- 
mination de la forme des filets montre que celle de Dubuat a seule quelque 
chance d'être vérifiée. 

Si le rapport - est petit, en d'autres termes si l'écran a des dimensions 

considérables par rapport à la distance de son centre de gravité à l'axe de 
rotation, il faut préciser s'il est seul, ou s'il en existe n autres identiques 
placés symétriquement par rapport à l'axe. La résistance des n écrans n'est 
pas, a priori, n fois la résistance de l'un d'eux employé seul. 

Supposons donc que les écrans soient au nombre de deux situés dans un 
plan méridien; ce sont des rectangles, dont un des côtés est parallèle à 
Taxe de révolution. 

ha/ig. i3 représente la forme des filets dans l'équateur du phénomène, 
au cas où les bords intérieurs des rectangles coïncident avec l'axe de rotation 
dont la trace est en O. Les écrans dont la hauteur est moitié de la longueur 
tournent dans la-direction des flèches empennées; mais on les représente 
fixes : la figure montre donc les trajectoires d'un flotteur léger ou d'aune 
particule d'air. Un fait frappe tout d'abord : les filets ne se ferment pas 
dans l'équateur, l'air est constamment pris dans les espaces A, A, lancé en 
arrière de l'écran et rejeté vers l'extérieur. Il y a corrélativement une aspi- 
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ration axiale, dirigée vers l'équateur du système qui remplace l'air rejeté 
suivant ce plan. 




4, les écrans sont carres, leurs bords intérieurs ne coïn- 



cident plus avec l'axe. L'aspiration se produit toujours axialement ver-s 
Tcquateur, et l'air est rejeté comme le montre la figure. Il ne semble pas qu'il 
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y ait déjà du remous à rarrièrc des écrans. L'air peut ne pas être îmmédia- 
lenient rejeté : suivant la trajectoire BCDEF par exemple, il fait entre les 
écrans presque un tour complet. (3n conçoit facilement comment, en éloi- 
}j;nant les écrans de plus en plus de l'axe, ce qui revient k aug'menter le 
rapport -> on se rapprocherait indéfiniment, et d'une manière continue, du 
phénomène représenté y7^. 1 1. 

Si les filets ont une telle complication, les considérations de la page 4^ 
s'appliquent ici a fortiori, La disposition des bords des écrans prend une 
importance extrême et seule Thypothèse de Dubuat présente de Tanaloj^ie 
avec les phénomènes à expliquer : peut-être même est-elle encore trop géné- 
rale. 

Même avec la condition que le plan des écrans passe par Taxe et que le 
centre de gravité reste fixe (d = const.), il y a une infinité de manières de 
disposer un écran dans son plan; donc, pour chaque écran, il y a généra- 
lement une infinité de fonctions/ à déterminer. Seul le cercle n'^en admet 
(ju'une. 

Mais, en supprimant ces restrictions, on peut admettre comme cas parti- 
culiers : 

i^ Que le plan de l'écran passe par une perpendiculaire à Taxe ; 

2" Qu'il passe par une parallèle à l'axe. 

D'où une infinité de nouveaux problèmes sur la solution expérimentale 
(lesquelles nous avons des résultats on ne peut moins sûrs; ce qui est d^au- 
tant plus singulier que les régulateurs à palettes se rapportent à ces types. 

Le problème se complique encore si l'on remplace les écrans plans par 
des solides. 

Les méthodes qu'on peut employer pour déterminer toutes ces con- 
stantes (car les quelques expériences faites sont à refaire) se rapportent à 
deux types : 

i" La méthode de Borda : on impose le couple résistant et Ton déter- 
mine la vitesse; c'est pour un mouvement de rotation l'analogue de la 
chute libre; 

9° La méthode de Ilirn ou des dynamomètres de transmission : on im- 
pose la vitesse et l'on détermine le couple résistant. 

Discutons brièvement leurs avantages et leurs inconvénients. 

Hirn dit (jue dans la méthode de Borda le manège ne prend que lente- 
ment sa vitesse limite. Appliquons le calcul à un cas particulier. Un des 
manèges dont je me suis servi a pour moment d'inertie M = 3,29. 10*. La 
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corde qui le fait tourner s'enroule sur un treuil de rayon r = 5,76. On 
peut y suspendre des poids de masse m jusqu'à 800^**= 7,84.10' dynes. Au 
delà, le système commençait à avoir de petites flexions. Cherchons dans 
ces conditions suivant quelle loi s'établit le mouvement. 
L'équation est 

(M -\- mr^)d(ù _ , 
980 m/— /2C0* 

/j est le couple résistant correspondant à la vitesse angulaire unité (i tour 
en 6% 28). 

Soit £2 la vitesse angulaire limite définie par la relation 

980 mr — f^ Q} 1=0. 
Posons A = ., "^^ — i> il vient, en intégrant, 



\og(\—'^j — 2X9 — f^r.\py 



si p est le nombre de tours par seconde. 

Voici le résultat d'une expérience. Avec un poids de 100^% la vitesse 
limite pour l'écran employé était 9. Combien faut-il de tours pour que 
(0 = 12 à 3^ près ? II vient p = 22, ce qui fait sensiblement 8™ de chute ; or, 
on disposait au plus de i3™; ce sont des conditions défavorables. Pour que la 
méthode soit applicable avec une hauteur de chute ou un nombre p donné, 
il faut que A soit grand; c'est-à-dire f^ grand, ou M petit. D'où l'im- 
possibilité d'employer pour le support des écrans des bras longs. D'ail- 
leurs, si Ton rapproche les écrans de l'axe, la convergence de co vers il 
diminue; les expériences sont peu comparables. 

Si l'on opère avec des écrans assez grands pour que l'action de leurs 
supports soit relativement petite, on est conduit à augmenter les dimen- 
sions et la masse de ces supports. Heureusement, la résistance des supports 
à la flexion croît beaucoup plus rapidement que la résistance qu'ils oppo- 
sent à l'air; de sorte que, malgré tout, il y a avantage à augmenter les dimen- 
sions de l'appareil. 

Mais alors, surtout pour les faibles vitesses, le mouvement tend lente- 
ment vers son état asymptotique, la correction des supports est difficile. 

Pour toutes ces causes, il semble bien que Hirn ait raison de préconiser 
la méthode des dynamomètres de transmission dont le principe est très 
simple. 



1^ *' J* 



II. DOUASSE. 



I'jU axe vertical tourne d'un mouvement uniforme imposé; il passe à 
froUement doux dans une tige horizontale qui lui est reliée par un système 
déformable servant de dynamomètre et porte les écrans. Les appareils ne 
diflèrent que par la nature du système déformable. Ceux de Ilirn sont très 
compli(jués et, chose plus grave, ont des frottements multiples et de 
rinertie. Le suivant, très simple, satisfait aux conditions du problème 
(Jig. i5). L'axe AA est relié à la douille DD par un ressort à boudin 





(Facier, invariablement fixé à Taxe et à la douille à ses deux extrémités. La 
douille, qui tourne sans frottement autour de Taxe, porte la tif^e TT sur 
laquelle sont attachés les corps à étudier. La pièce MMN est rendue soli- 
daire de l'axe par le moyen de la vis V ; son azimut est déterminé par l'in- 
dex I sur un cercle gradué CC invariablement fixé à Taxe. 

L'expérience consiste : i** à étalonner en couples le ressort RIl ; 2^ à dé- 
terminer au moyen delà pièce MM \ Tazimut d'équilibre delà tige TT; 
3^ à donner à la pièce MMN à partir de cet azimut, dans le sens inverse du 
mouvement de rotation, un déplacement d'un angle déterminé par Tindex I 
sur le cercle CC; 4" à déterminer la vitesse angulaire pour laquelle la 
tige TT se détache de la pièce MMN : cet instant est indiqué, par exemple, 
par la rupture du circuit d'un courant. 

Cette disposition ainsi appliquée est une méthode de zéro; on équilibre 
une force donnée parla résistance de l'air. On peut aussi l'employer comme 
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méthode d'indication continue. Voici une expérience qui donne une idée 
de la technique opératoire. Il s'agit de déterminer la résistance de l'air sur 
des écrans très petits et pour des vitesses de quelques centimètres par 
seconde. 

Comme il est extrêmement difficile d'obtenir un mouvement uniforme 
très lent, nous avons déterminé la résistance sur les écrans au moment du 
maximum de vitesse, dans le mouvement sinusoïdal produit par un pendule 
de torsion, dont le fil d'acier n'a pas moins de iS"" de hauteur. Il s'attache 
au grenier, passe à travers deux plafonds et supporte l'axe d'acier aA; il 
est tendu par la masse P. La résistance de l'air dans un mouvement non 
uniforme contient bien une petite fonction de l'accélération; mais, outre 
que pour des oscillations de longue période ce terme est toujours très petit, 
au maximum de vitesse l'accélération est nulle, h'd /ig. i6 montre la dis- 

Fig. 16. 





position de l'expérience. Les écrans EE sont supportés par une paille TT, 
fixée normalement sur un fil de platine qui joue le rôle de dynamomètre. 
Le fil fin s'attache en haut à une pièce ab^ en bas à un ressort qui permet 
de le tendre. Deux miroirs sont collés, l'un M sur la tige a A, l'autre M' 
sur la paille. Dans la position d'équilibre du fil FF, ils sont verticaux et 
parallèles. L'expérience consiste à enregistrer photographiquement leur 
angle au passage par le maximum de vitesse. La technique est exposée dans 
tous ses détails au Chapitre premier. 

L'obturateur électrique produisant l'éclair est déclenché automatique- 
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ment au passage du pendule par la position d'équilibre. Quant aux vitesses, 
on les déduit immédiatement de l'observation des amplitudes lues sur le 
cercle CC. 

L'expérience réussit au delà de toute attente. La vitesse linéaire inaxima 
de Técran ne dépassait pas i4*^™ par seconde; dans les dernières oscilla- 
tions, elle était à peine de 2^^ ou W"^. Dans une des expériences le terme 
variable était, à un facteur près 2,1 V-t- V^. Donc, encore ici, pour tes 
mouvements de rotation uniforme nous pouvons conclure que même pour 
de petites vitesses^ on ne peut négliger le terme en V* ; la résistance 
n^est pas proportionnelle à la vitesse. 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATIOxN A LA RÉSISTANCE DE L'AIR. 



Mouvements oscillatoires. 

Dans son Mémoire sur TefTet du frottement intérieur des fluides sur les 
mouvements des pendules, Stockes {M. Soc. de Phys., t. V) a étudié les 
oscillations de la sphère et du cylindre dans Tair. Il suppose le mouvement 
1res petit, de sorte que la vitesse du corps oscillant soit toujours telle qu'on 
puisse négliger les termes qui dépendent de son carré. L'excursion maxima 
du corps oscillant est toujours très petite vis-à-vis de ses dimensions. 

Dans ces conditions 

p étant la densité du milieu; 

r le rayon de la sphère; 

T la durée d'une oscillation complète; 

Y] le coefficient déjà défini (dont les dimensions sont MT~* L""*), 

on a pour la sphère 

:=57:p/-'-f-3/-»v/7îpTYî, 



^0 



/, nzÔTrrtî H-67rr'i/^- 



Réduits en nomhres ces coefficients sont, pour l'air : 

p ^ o,ooi 293, 
= 0, 002 7 1 /•' -h o , 002 54 r^ V^T, 






f. :^o,oo3 33/* -Ho,oi6/--— . 

Stockes les énonce aussi sous une autre forme équivalente; M élant hi 
masse du fluide déplacé 

2 ' /• 

2 7r \!T T 

/i= j- ^'M, A' — o, 470 ^+0,0982 -. 
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D'après Poisson, qui posait implicitement y] = o, on a A* = ^, résultat qui 
concorde avec le précédent. 

Le Mémoire de Stockes contient de nombreuses vérifications nunnériques ; 
mais la discussion des expériences de Baily et de Bessel le conduisent à 
admettre pour y] la valeur 0,000 io4 plus faible de près de la nnoitic que la 
valeur 0,000 177 actuellement admise. 11 s'est glissé dans ses calculs une 
erreur provenant de ce qu'il ignorait comment y] est fonction de la pression. 
Stockes donne aussi les formules pour le cylindre oscillant perpendiculai- 
rement à ses génératrices. Si M est la masse du fluide déplacé, on a tou- 
jours 



Mais les coefficients k et k' ne peuvent plus s'exprimer immédiatement 
en fonction du rayon r du cylindre. Stockes pose m = "V/~t ' ^^ donne, 

à la fin de la troisième Partie de son Mémoire, une Table qui permet de cal- 
culer k et k' en fonction de m, dont la valeur se déduit immédiatement de 
l'expérience. 
Pour l'air on a 

/?! = o , 2q5 -- • 

Les résultats de Stockes suggèrent deux remarques capitales. 

Les coefficients qu'il donne ne sont pas constants pour une même forme 
du système oscillant; ils dépendent de la durée d'oscillation. Ceci n'a rien 
qui doive nous étonner : le passage du mobile en une certaine position pro- 
duit un mouvement de l'air qui ne s'éteint pas instantanément. La résis- 
tance dépend non seulement de la vitesse et de l'accélération actuelles 
mais des vitesses antérieures et d'autant plus que l'oscillation est plus rapide 
et l'amplitude plus faible. 

Cette circonstance n'empêche pas l'application des formules g'énérales 
que nous avons rappelées dans le Chapitre 11 : car, un système étant 
donné, la durée d'oscillation varie très peu avec l'amplitude et peut être 
considérée comme une constante caractéristique de ce système. Il n'en se- 
rait pas de même si les coefficients dépendaient de l'amplitude. 

La seconde remarque a trait aux dimensions mômes de la quantité 73 
soit ML~"'T"*. Pour avoir une force, il faut la multiplier par une vitesse 
et une longueur, et non pas par une vitesse et une surface. A priori le 
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coefficient/, n'est plus proportionnel à la surface des écrans; il est pro- 
portionnel à leur périmètre dans les termes indépendants de la durée d'os- 
cillation. 

Tomlinson, en s'appuyant sur ces formules, a retrouvé pour y] la valeur 
0,000177 que l'on connaissait d'après d'autres méthodes. 

Mais les formules de Stockes ne résolvent qu'une petite partie du pro- 
blème que nous allons essayer de poser : on comprendra par cette discus- 
sion la nécessité du Chapitre précédent où nous semblions sortir de notre 
sujet. 

Cas où l'excursion du mobile est considérable par rapport 

à ses dimensions. 

Dans le cas précédent le corps se déplace dans un milieu troublé et la 
résistance de l'air à chaque instant est fonction des résistances antérieures. 
Si, au contraire, l'excursion du mobile est considérable par rapport à ses 
dimensions et si la durée d'oscillation est assez grande, le mobile est à 
chaque instant dans un milieu moins troublé. La résistance est alors repré- 
sentée par un développement à coefficients constants des vitesses et des 

A 

accélérations. La perte d'amplitude AA est une fonction du rapport 7p> ne 

dépendant que de la forme extérieure du système oscillant. 

Quand l'excursion du mobile est très petite, les coefficients/o? /n •••? 
peuvent généralement dépendre, non seulement de la durée d'oscillation, 
mais encore de la manière suivant laquelle se fait l'amortissement. Si, au 
contraire, les conditions précédentes sont réalisées, ils ne dépendent plus 
ni de la durée d'oscillation ni de la loi d'amortissement. 

En d'autres termes, les diverses parties de l'oscillation sont indépen- 
dantes les unes des autres; l'état permanent correspondant à une vitesse et 
à une accélération données, est pratiquement atteint avant que la vitesse 
ou Taccéiération ne se soient sensiblement modifiées. 

La loi générale d'amortissement d'une oscillation doit donc correspondre 
à deux types bien nets : le premier, pour de grandes amplitudes, caracté- 
risé par des coefficients indépendants de la période et de l'amplitude; le 
second, pour de très petites amplitudes, caractérisé par des coefficients in- 
dépendants de l'amplitude, mais dépendant de la période. Ces deux types 
extrêmes sont raccordés par un phénomène intermédiaire où les coefficients 
dépendent de l'amplitude et de la période. 
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Pour le premier type, nous devons retrouver la résistance fonction de la 
vitesse qui correspond au mouvement de rotation uniforme. L'expérience 
montre que le coefficient /<, est nul et qu'on peut limiter le développement 

aux deux termes suivants :/, p -h/a^". Donc -^ est représenté en fonction 

de A par une droite AB i^fig- 17) inclinée et coupant Taxe des ordonnées 

Fig. 17. 




(A = o) au point B.. L'eflet de manège intervient ici et les coefficients y, 
et/a ïic sont pas du tout ceux qui conviennent au mouvement uniforme de 
translation ; ils en peuvent différer par un coefficient très supérieur à Tunité. 

Pour le second type, tous les expérimentateurs qui ont étudié les oscil- 
lations d'amplitudes petites sont d'accord pour conclure que tout se passe, 
pour une oscillation de période donnée, comme si la résistance était à 
chaque instant proportionnelle à la vitesse angulaire. La courbe repré- 
sentant — en fonction de A est indépendante de A; c'est une droite paral- 
lèle à l'axe des abscisses. 

En prenant pour abscisses, non plus A inais^> et pour ordonnée, non 



AA 



TAA 



plus —^ mais —^ > il résulte des considérations précédentes que la droite AB 

est unique et indépendante de la période. Elle se raccorde à une droite 
horizontale CD qui correspond à une ordonnée d'autant plus grande que 
la période est plus courte. L'amortissement des oscillations, pour un sys- 
tème de forme extérieure donnée, est représenté par un faisceau de courbes 

telles que DCBA, D'C'B'A, Elles aboutissent toutes normalement à 

l'axe des ordonnées et admettent comme asymptote commune la droite 
B^A, à laquelle elles se raccordent pratiquement, d'autant plus près du 
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point B. que la période est plus longue. Si la période est infiniment longue, 
le phénomène est représenté jusqu'au bout par la droite AB,, sauf en ce 
qui regarde la tangente d'aboutissement qui est encore horizontale. 

Bien que les courbes se raccordent normalement à l'axe des ordonnées, 
il est inexact de dire, comme on l'a fait souvent, que « la résistance de l'air 
pour de petites vitesses est proportionnelle à la vitesse ». Car, sans rien 
changer à la forme extérieure de l'appareil oscillant, on peut modifier la 
durée d'oscillation, et, p étant la vitesse angulaire, f ^ un coefficient con- 
stant et déterminé une fois pour toutes^ on ne peut pas mettre le couple 
résistant sous la forme /i p. Le véritable énoncé de la loi est le suivant : 
En tous points de l'oscillation sinusoïdale petite d'un corps de forme 
extérieure donnée y la période étant donnée y la résistance de Vair est à 
chaque instant proportionnelle à la vitesse angulaire^ en ne tenant 
compte, bien entendu, que de la partie de cette résistance qui produit l'amor- 
tissement. 

La démonstration expérimentale des propositions énoncées implique que 
l'on puisse changer aisément le moment d'inertie de l'appareil oscillant 
sans modifier sa forme extérieure. On y parvient de plusieurs manières. 
On peut changer la longueur ou le diamètre du fil de suspension; mais ce 
changement ne peut se faire plusieurs fois sans beaucoup de temps et d'in- 
convénients. On peut constituer le système oscillant par des corps creux 
dans lesquels on introduit des masses additionnelles (tubes dans lesquels 
on glisse plus ou moins des cylindres pleins, sphères dans lesquelles on 
verse du mercure, etc.). Enfin on peut employer 4 (ou 4^)> écrans iden- 
tiques de forme extérieure, mais de masses différentes, et les interchanger. 

L'expérience montre qu'en modifiant ainsi la durée d'oscillation, sans 
changer la forme extérieure, les coefficients /, et f^ restent constants, 
pourvu que l'amplitude et la période soient assez grandes. Elle montre 
aussi que, pour mettre en évidence l'action de la période, il faut des oscil- 
lations petites et des périodes courtes, comme il résulte d'ailleurs des for- 
mules de Stockes. Si les périodes sont longues, l'infléchissement se produit 
bien toujours à l'extrémité de la courbe AB, mais les portions horizontales 
DC sont très voisines les unes des autres. 

Pour que les expériences, dans lesquelles l'amplitude est considérable, 
soient bien concluantes, il faut s'assurer que le fil se conduit comme un 
corps parfaitement élastique et conserve une constante de torsion inva- 
riable r. On recommence la même expérience avec des amplitudes initiales 
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de plus en plus grandes : tant que les variations d'amplitude AA , corres- 
pondant aux mêmes amplitudes A, restent les mêmes quelle que soit l'am- 
plitude initiale, il est certain que la condition précédente est réalisée. 

Pour que les expériences aient un sens, il faut prendre toutes les précau- 
tions dont il est parlé au Chapitre I. 

Voici un exemple numérique : 

On fait successivement Texpérience avec le fléau chargé de masses de 
plomb et en ajoutant deux sphères de celluloïd de 5*^™, 4 de diamètre. Leur 
centre est à 22^™, 7 du fil de suspension dont la constante F est, en C.G.S., 

37^9- 

La durée d'oscillation avec les sphères est 23a', o. 

La durée d'oscillation sans les sphères est 2 17*, G. 

En réduisant les deux lois d'amortissement obtenues, avec les formules 
du Chapitre II et prenant leur diflerence, on trouve pour l'action des deux 
sphères la résistance suivante exprimée en couples et vitesses angulaires 

(C.G.S.) 

23, 2^^ -h 3oi ,9^^*. 

Réduisant en dynes appliquées au centre des sphères et en vitesses li- 
néaires et prenant la moitié, on a pour l'action d'une sphère 

R =zo,o225V -+- 0,0119V'. 

Comparons ces nombres avec le coefficient de Stockes et celui qu'ion déduit 
des expériences de Borda et de MM. Caille tet et CoUardeau. 
Stockes donne, pour l'air, la formule 



/•« 



/*. = o , oo333 r -f- o , o 1 60 — = : 

mais, d'après ce qui précède, nous ne devons pas tenir compte du second 
terme, puisque les amplitudes sont assez grandes pour que la résistance 
soit indépendante de l'amplitude; donc 



On trouverait 



d'où 



au lieu de 



/, = 0,0090. 

/, =r o , 00088 /•' in o , 00643, 

R = 0,0090V -h 0,0064 V*, 

RzrzO, 022.5 V -+- 0,0129 V*, 



que nous avons trouvé. 
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Ce résultat n'a rien d'étonnant, puisque toutes causes interviennent pour 
augmenter la résistance et principalement les effets de manège. Les calculs 
de Stockes sont faits pour des oscillations rectilignes. 

Méthode de Hirn. 

La méthode de Hirn pour déterminer la courbe des AA en fonction de A est 
très ingénieuse, mais n'a pas été appliquée par son auteur avec toute la 
perfection désirable. Elle consiste à suspendre le système oscillant à un lîl 
de torsion et, au lieu de laisser décroître l'amplitude des oscillations sous 
l'action de l'air, à restituer à chaque passage par la vitesse nulle V énergie 
perdue pendant la demi-oscillation précédente. 

Soit r la constante du fil; l'énergie potentielle correspondant à l'angle A 

FA* 

est ; une torsion AA effectuée à partir de la torsion A augmente cette 

énergie de FA . AA sensiblement. 

Cette torsion est faite à chaque passage par la vitesse nulle; pour que 
l'amplitude reste constante, il faut qu'il se perde dans la demi-oscillation 
précédente une quantité d'énergie égale à FA AA, ce qui revient à dire que 
le travail de la résistance de l'air pendant cette demi-oscillation est FA AA. 

Si la résistance de l'air peut se représenter par un développement à 
coefficients constants de la vitesse (la portion qui dépend de l'accélération 
n'intervient pas dans l'amortissement), on a 

I r A A* n 

AAz=y 2/o-+-9>S6./i ^4-52,6/,^^-+-... . 

Nous savons que /^ = o. Hirn conservé seulement le troisième terme, ce 
qui suppose toujours la vitesse assez grande, et trouve 

^ 3 M 

L'angle de torsion AA (ce qu'il appelle angle moteur) est indépendant 
du fil; pour un appareil caractérisé par un moment M, il est proportionnel 
au carré de l'amplitude. 

Ce résultat n'est rigoureux que si le coefficient /a est indépendant de la 
période; l'amplitude doit être très grande pour que l'atmosphère soit rela- 
tivement peu troublée. 

Il est difficile de dire jusqu'à quel point ces conditions étaient réalisées 

Fac. de T, — XL F. 9 
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dans les expériences de Hirn. L'amplitude était grande ainsi que la vitesse; 
mais le mouvement se faisait dans une bombonne de dimensions trop res- 
treintes pour que les différentes parties de Toscillation soient indépendantes 
les unes des autres. On lisait les déviations sans précision, « en alignant Toeil 
avec la direction du pendule arrivé à l'extrémité de sa course ». D'ailleurs, la 
durée d'oscillation était voisine de quatre secondes, et dans ces conditions, 
malgré ce que dit Hirn, il est impossible de produire la torsion assez brus- 
quement et assez à propos, pour que la loi suivant laquelle elle se fait par 
rapport au temps de passage à la vitesse nulle n'influe pas sur l'amplitude. 
Toutefois, il serait facile de donner à la méthode toute la précision dé- 
sirable. 

Etude des coefficients g. 

Que l'action de l'air puisse produire un allongement dans la durée d"*os- 
cillation, c'est un fait connu depuis longtemps et que l'expérience la plus 
grossière montre immédiatement. Poisson, Bessel, Baily, Stockes ont 
cherché à calculer a priori ou à mesurer cet allongement dans le cas du 
pendule à seconde; mais c'est un cas aussi important que défavorable au 
point de vue expérimental. Aujourd'hui, dans la détermination de la lon- 
gueur du pendule battant la seconde, on cherche non plus à faire cette cor- 
rection, mais bien à éliminer l'effet de l'air par le principe de la réversion. 
La méthode a été proposée par Bessel et appliquée tout récemment par 
M, Dcfforges. 

Mais il suffit de se reporter au Tableau de la page 27, pour voir que 
les résistances proportionnelles à la vitesse sont tout à fait incapables de 
produire les allongements de durée observés, même lorsque le carré de 
Tamortissement n'est pas négligeable; a fortiori il en est de même des 
forces proportionnelles au carré de la vitesse qui allongent encore moins la 
durée à amortissement égal. Un amortissement énorme, caractérisé par 
(jL = 0,20, produit par les premières de ces forces, n'augmente pas la durée 
de jf^^ de sa valeur, soit^^,. Cependant les physiciens sont toujours portés 
à attribuer à ces forces, fonctions de la vitesse, un effet qui est presque uni- 
quement dû aux forces, fonctions de l'accélération. 

Nous ne reproduirons pas ici les considérations qui nous ont amené, à 
propos des coefficients /, à distinguer le cas des grandes amplitudes de celui 
des petites amplitudes. Le phénomène, ici encore, est tout différent, sui- 
vant qu'on peut considérer le mouvement se produisant à chaque instant 
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dans un milieu peu troublé ou dans un milieu très troublé. Si Tamplitude 
est grande et la durée suffisante pour qu'à chaque instant l'état permanent 
correspondant à la vitesse actuelle soit atteint, les coefficients ^ doivent être 
constants et ne dépendre que de la forme du corps. Cela veut dire que la 
masse entraînée est à chaque instant un développement à coefficients con- 
stants de la vitesse actuelle. Si, au contraire, l'amplitude est toute petite et 
la durée assez courte, les diverses parties de l'oscillation influent les unes 
sur les autres; les coefficients g ne sont plus constants et peuvent dépendre 
de l'amplitude et de la période. 

Nous représenterons les phénomènes en prenant encore pour abscisses ^; 

AT 

pour ordonnées nous prendrons le quotient -tf-; T représentant la période, 

à supposer nulle l'action de l'ciir, ou le mouvement s'efl'ectuant dans le 
vide ; AT l'allongement de la période, c'est-à-dire la difl^érence de la période 
observée et de la période qu'on vient de définir. 

En se reportant à la page 29 du Chapitre II, on voit que si la masse 
entraînée est une fonction à coefficients constants de la vitesse, telle que 

-7p- est représenté par un développement à coefficients constants tel que 



IT /A\« 



proposition analogue à celle que nous avons rencontrée pour les amortisse- 
ments; les coefficients y se calculent approximativement avec la plus 
grande facilité. 

C'est à l'expérience à déterminer le nombre des termes du développe- 
ment ci-dessus et la valeur de leurs exposants. L'expérience est très diffi- 
cile, elle doit se faire suivant la technique exposée au Chapitre I et les 
artifices indiqués au Chapitre 111, p. 47, à propos des expériences de Marey. 
Elle prouve nettement deux points : 

i*^ L'allongement n'est pas indépendant de l'amplitude, en d'autres 
termes le développement ne se réduit pas au premier terme; 

l^^ Les coefficients n, /w, ... sont positifs et fractionnaires; la masse en- 
traînée croît d'abord vite avec la vitesse, puis ensuite très lentement. 

AT 

La courbe unique qui représente les allongements relatifs de durée -?=- 
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en fonction de ^ a la forme ABB' représentée (^fig. i8). Celte courbe cor- 
respond au premier type du phénomène. 

On a donné plus haut l'expression du coeffieient g^ calculé par Stockes 
pour la sphère et pour le cylindre en partant des équations générales de 
THydrodynamique. Il résulte de ces calculs que rallongennent pour de 
petites amplitudes est constant et indépendant de Tamplitude. Les courbes 

Fig. i8. 




représentatives sont donc de petites droites DC, D'C, . . . qui se raccordent, 
d'une manière inconnue d'ailleurs, à la courbe unique correspondant aux 
grandes amplitudes. Mais la disposition de ces droites et des droites ana- 
logues de la fig. 17 diffère du tout au tout. 

En effet, le coefficient g^^ de la sphère contient v^ en facteur dans l'un 
de ses termes ; celui du cylindre dépend aussi de la période et croît avec elle. 
Ainsi les droites CD aboutissent à une ordonnée (T autant plus grande 
que la période est plus grande. 

Les conclusions que l'on doit tirer de cette longue discussion sont qu'on 
ne peut considérer le problème de la résistance de Tair comme expérimen- 
talement résolu, même dans le cas particulièrement net des oscillations; 
qu'il serait nécessaire d'instituer systématiquement des expériences avec 
des méthodes analogues à celles que nous avons étudiées au Chapitre I; 
(ju'il faudrait ne pas se borner, comme on l'a toujours fait, aux oscillations 
infiniment petites qui représentent un cas relativement complexe ; qu'il 
est arbitraire de toujours considérer la résistance comme proportionnelle à 
la vitesse, ce qui résulte au fond de l'attraction qu'ont toujours eue sur les 
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physiciens les formes simples d'équations différentielles; enfin qu'il sera 
toujours imprudent de superposer à l'action de l'air un phénomène diffé- 
rent qu'on veut étudier, tant il paraît difficile de tenir compte de cette 
action. 

Nous allons développer cette dernière conclusion par un exemple. 
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ne présente aucune difficulté. La condition d'arrêt n'est plus celle que nous 
avons écrite page 33. Le travail total des forces est toujours nul à Tarrêt, mais 
il faut joindre aux forces provenant du fil celles qui résultent de l'action 
de l'air. On ne peut les calculer; mais on détermine comme suit leur tra- 
vail g: par l'expérience. 

La condition d'arrêt devient 

En y joignant l'équation des forces CaH- C, = Fc — bc^ pour Tarrêt, 

on a 

^-~7^^^ — z — ' 

Pour déterminer G, on fait une expérience avec le fil non modifié, pour 
lequel la parabole des forces se réduit à la droite C = Fa. 
Soit, dans ces conditions, C' et C'\ deux étendues successives. 
Posons 

La perte d'énergie correspondant à cette oscillation complète est 

— dc. 

2 

Donc 

^ TCdC 

2 

11 suffit de dresser un Tableau donnant en unités arbitraires, à côté des £, 
les 8c dans l'expérience préliminaire. 
Posons 



C 



il vient 



ir-^' 



^ SFr 2C,—- C, 

2 C 

2C C* 



Dans ces dernières équations, C est exprimée en radians. 

On pouvait donc espérer, malgré la résistance de l'air, tirer de cette 



SUr\ LES OSCILLATIONS A PEU PRÈS SINUSOÏDALES A LONGUE PÉRIODE. F. 73 

expérience d'utiles enseignements, pourvu du moins que l'efiet de l'air 
soit OU bien assez petit, ou bien assez précis. 

L'expérience a montré qu'il n'y avait rien à attendre de cette méthode : 
elle ne serait applicable que si l'on pouvait opérer dans un air extrêmement 
raréfié. 

Sans rien changer à l'esprit des méthodes précédentes, il est possible de 
les rendre beaucoup plus précises. Le grand reproche qu'on doit leur 
adresser est que, une fois le fil modifié, il est impossible de refaire la pre- 
mière des expériences, celle qui doit déterminer l'influence de l'air. 

Mais la difficulté n'est pas insoluble et voici comment. 

Imaginons un grand pendule de torsion analogue à celui dont nous avons 
parlé au Chapitre précédent, page 57. On le fait osciller au moyen de tor- 
sions efl'ectuées par en haut sur le fil d'acier. En mouvement, il re[)résente 
une réserve d'énergie, potentielle aux extrémités de l'oscillation, actuelle 
aux maxima des vitesses. Cette réserve s'épuise pour deux causes; la rési- 
stance de l'air, les phénomènes à l'intérieur du fil d'acier. Mais on conçoit 
qu'une étude préliminaire de ce système oscillant permette, pour les difl'é- 
rentes amplitudes et les difl'érentes valeurs de la période, de connaître la 
perte d'amplitude et, par conséquent, la perle d'énergie. Attachons main- 
tenant le fil fin à étudier, axialement sous le grand pendule, et fixons son 
extrémité inférieure à un ressort qui détermine exactement sa tension; le 
ressort est réglé de manière que le fil soit vertical. Nous ajoutons une nou- 
velle cause de déperdition d'énergie dont il sera possible de déterminer 
l'efl*et. 

Cette méthode présente de grands avantages : 

i" On peut diminuer autant qu'on veut la tension du fil fin, ce qui est 
impossible quand il supporte un disque et cependant nécessaire si l'on veut 
le chaufl*er. 

2^ On peut, sans changer cette tension et sans crainte d'abîmer le fil, 
faire varier la période des oscillations dans des limites bien plus larges. 

3*^ Si la méthode actuelle est moins sensible, puisque l'amortissement 
par oscillation, évalué en degrés, est moindre, on peut mieux définir le 
parcours au point de vue des azimuts, puisqu'on peut se rapprocher d'un 
parcours à peu près indéfiniment le même. Ce manque de sensibilité est 
d'ailleurs tout relatif; car il suffit, pour déterminer l'amortissement, de 
remplacer l'observation sur un disque par la méthode de Poggendorfl". 

Ces avantages ne sont pas illusoires à la condition que le phénomène 

Fac. de T. — XI. F. lO 



lui-même de la résistance de l'air soit suffisamment précis. Malheureuse- 
ment Texpérience montre que Tair produit un amortissement si rapidement 
croissant, que le principal avantage de la méthode (3®) disparaît, et telle- 
ment irrégulier par rapport aux petites absorptions d'énergie à mesurer, 
qu'on ne peut rien déduire de l'expérience. 

On pourrait objecter que si le parcours pour le fil fin est défini pour ses 
azimuts, les couples ne sont pas donnés par l'expérience. Mais rien n'em- 
pêche de la compléter en collant au voisinage de l'extrémité inférieure du 
fil un miroir, en se servant de la partie du fil qui est au-dessous du miroir et 
qu'on ne modifiera pas, comme dynamomètre pour la partie qui est au- 
dessus du miroir; en déterminant les couples directement au bout des 
oscillations. Même ainsi faite Texpérience ne donne rien, toujours à cause 
de la résistance de l'air. 

Donc, il faut abandonner le principe même de ces méthode?, la considé- 
ration du système oscillant comme réserve déterminée d'énergie. Il faut 
imposer y par un procédé mécanique quelconque h Vcxlrèmiié d''un fil, un 
parcours sinusoïdal et déterminer à chaque instant l'azimut et le couple de 
torsion avec un dynamomètre. Au lieu de chercher à conclure quoi que ce 
soit de la loi de succession des parcours et de leur durée, il faut rendre ces 
parcours parfaitement déterminés et fixes et ces durées égales. En un mot 
il faut appliquer aux parcours sinusoïdaux la méthode générale que nous 
avons employée dans notre Mémoire sur les fils fins. 

Il suffit, à ceux qui trouveraient ces conclusions par trop évidentes, de se 
rappeler qu'autant dire dans tous les Mémoires écrits sur ces questions : les 
propriétés élastiques des fils fins sont déduites de la loi des oscillations. 

Or : j'^ l'influence du fil est une faible fraction de celle de Tair; la cor- 
rection est toujours plus forte que le phénomène étudié, même lorsque les 
expériences sont le plus correctement faites (voyez TomliiNSOn, I^/i. Tr. 
p. 2; 188G) : et nous savons, de plus, qu'elle est incertaine. 

.^" Les parcours sont mal connus et en tous cas déterminés par le phé- 
nomène et non choisis au mieux par l'expérimentateur. 

3*^ On ne peut enfin trouver de lois simples que lorsque les corps sont 
soumis à des parcours indéfiniment répétés; et, pour des raisons purement 
mathématiques, à des parcours aussi rigoureusement sinusoïdaux qu'il est 
possible, ce qui n'est pas le cas d'un système oscillant amorti. 

Sans discuter la meilleure manière d'opérer, qu'il nous suffise de donner 
un exemple de l'application de la méthode. 
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Avec l'appareil décrit page 78 (grand pendule de torsion, fil fin fixe 
axialcment au-dessous, miroir collé sur le fil, partie inférieure du fil non 
modifiée servant de dynamomètre à la partie supérieure recuite), enregis- 
trons suivant la technique du Chapitre I : 



Toutes l(»s secondes 



i i** la position azimulale du grand pendule, 
/ ^" la position du miroir. 



\ous aurons, indépendamment de l'action de l'air, par ses couples et 
ses azimuts, le parcours à peu près sinusoïdal décrit par le fil fin. Les 
éclairs sont fournis par deux obturateurs électriques en série (p. 10); on 
photographie les positions d'un disque solidaire du grand pendule sur un 
cliché (p. i3), et Ton connaît les positions du miroir par celles de l'image 
d'une fente sur un papier photographique (p. 5). Il n'y a d'intéressant à 
enregistrer que les bouts de l'oscillation; on ne met donc les obturateurs et 
le tournebroche en marche que pendant une fraction de la période. Un arc 
avec des miroirs convenablement disposés fournit lés deux lumières exi- 



Fig. 19. 
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gées. La /ig. 19 donne un fac-similé des résultats : on la comparera à la 
figure du § 45 de notre précédent Mémoire. 

Telle quelle, l'expérience ne satisfait pas à la condition fondamentale 
que le parcours puisse être obtenu indéfiniment constant; elle est trop 
compliquée d'ailleurs pour être une méthode d'investigation. 
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Conclusions, 

\a\ méthode des oscillations peut servir à l'étude de la résistance do 
Tair; il est inutile d<* lui demander des renseignements sur lV*laslicilé du 
fil de suspençion dans tous les cas où Tamplitude n'est pas extreniement 
petite. 
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SUR 



LÀ GÉOMÉTRIE DITE NON EUCLIDIENNE, 



PAR M. Félix KLEIN. 



[Math. Annaien, Tome IV, pages 573-6a5 (*)•] 



Traduit par M. L, LAUGEL. 



[Les développements suivants sont relatifs à la Géométrie dite non eucli- 
dienne de Gauss, Lobatscliewsky, Bolyaï et aux considérations qui s'y rat- 
tachent, présentées par Riemann et Helmholtz sur les fondements de notre 
Géométrie (^). Nous ne poursuivrons pas toutefois les spéculations phi- 
losophiques qui ont conduit aux travaux en question; notre but est surtout 
de présenter les résultats mathématiques de ces recherches en tant qu'ih 
se rapportent à la théorie des parallèles^ sous une forme nouvelle et 
intuitive et de rendre claire et accessible à tous Vintelligence de cet 
ensemble de vérités. 

La voie qui nous y conduira est la Géométrie projectile. On peut, en 
effet, à l'exemple de Cayley (**), construire une métrique projective 

(*) Comparer une Notice sous le même litre : Gôttinger Nachrichten ; 1871. Traduite 
par Ilouel dans le Bulletin de M. Darboux (i** série, t. II, p. 34i-35i); 1871. F. K. 

(2) Les parties du Mémoire entre crochets sont la reproduction presque littérale de la 
Notice précitée des Gôttinger Nachrichten, où j'ai copié la traduction de Hotiel pour ainsi 
dire sans changement. Je saisis cette occasion pour cordialement remercier M. Gérard, 
professeur au lycée de Lyon, d'avoir bien voulu m'aider dans la correction des épreuves. 

L. L. 

(3) Cavlev, Sixth Memoir upon quantics (Phil. Transact.; 1859). — Comparer 
la traduction Fiedier des Sections Coniques de Salmon (2* édit., Leipzig, Teubner; 1866), 
ou aussi FiEDLER, Les éléments de la nouvelle Géométrie et l'Algèbre des formes 
binaires. Leipzig; 1862. F. K. 

Fac. de T. — XL (i. I 
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générale dans l^espace, relative à une surface du second degré choisie à 
volonté comme surface dite fondamentale. Cette détermination métrique 
projective fournit, suivant Tespcce de surface du second degré employée, 
une image pour les diflcrentes théories des parallèles établies dans les 
travaux précités. Mais elle n'est pas seulement une image pour ces théories, 
elle en révèle en outre la nature intime.] 

Je commencerai par l'analyse rapide des théories des parallèles en question 
(paragraphe 1). Je m'occuperai ensuite de la métrique de Cayley, que 
je développe simultanément et corrélativement avec les théories des pa- 
rallèles des diverses espèces. Je suis d'autant plus volontiers entré dans 
des considérations détaillées que les recherches de Cayley sur ces sujets 
ne semblent pas suffisamment connues et, de plus, parce que son point 
de vue n'est pas le même que le mien. Pour Cayley, il s'agit de démontrer 
que la Géométrie métrique habituelle (euclidienne) peut être présentée 
comme un cas particulier de la Géométrie projective. Dans ce but il établit 
la métrique projective générale et montre alors que de ses formules pro- 
cèdent les formules de la Géométrie métrique habituelle, lorsque la surface 
fondamentale dégénère en une section conique déterminée, le cercle ima- 
ginaire à rinfini. Dans notre étude, au contraire, il s'agit de présenter 
le plus clairement possible le contenu géométrique de la métrique 
générale de Cayley et de reconnaître non seulement comment celle-ci nous 
fournit par une parlicularisation convenablement choisie la Géométrie 
métrique euclidienne, mais encore et surtout qu'elle a tout à fait les mêmes 
relations avec les diverses Géométries métriques qui dérivent des diverses 
théories précitées des parallèles. 

Cet exposé donne lieu encore à certaines considérations nouvelles, parmi 
lesquelles je compte notamment, abstraction faite des détails, la manière 
dont la métrique de Cayley est basée sur la considération de plusieurs 
transformations successives dans l'espace. Ensuite je mets en évidence la 
forme sous laquelle se présente aux paragraphes Yll et XIV la définition 
de la mesure de la courbure. 

D'ailleurs, la définition que j'établis pour la métrique projeclive est 
un peu plus générale que celle qui est donnée par Cayley lui-même. 

Pour déterminer la distance de deux points, je les suppose joints par une 
ligne droite. Celle-ci coupe la surface fondamentale en deux autres points 
qui, avec les deux points donnés, forment un certain rapport anharmonique. 
Le produit du logarithme de ce rapport anharmonique par une con- 
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slante c, arbitraire^ mais choisie une fois pour toutes^ c^est ce que je 
nomme la distance des deux points. Pour déterminer l'angle de deux 
plans, je mène par leur intersection les deux plans tangents à la surface 
fondamentale. Ceux-ci, avec les deux plans donnés, forment un certain 
rapport anharmonique. Le produit du logarithme de ce rapport anhar- 
monique par une autre constante c', arbitraire y mais choisie une fois 
pour toutes^ c^est ce que je nomme l'angle des deux plans. Les défini- 
tions géométriques ainsi établies coïncident avec les définitions analytiques 
données par Cayley, pourvu que Ton attribue à c et c' des valeurs particu- 

Hères, c'est-à-dire qu'on les fasse toutes deux égales à - — ^ ( ' ). Mais, dans 

ce qui suit, il est essentiel de conserver les constantes c et c', car, par 
exemple, c correspond précisément à la constante caractéristique qui se 
présente dans la Géométrie non euclidienne (comparez aussi para- 
graphe IV), 

L 

LES DIFFÉRENTES THÉORIES DES PARALLÈLES. 

[L'axiome XI d'Euclide est, comme on sait, équivalent à ce théorème 
que la somme des angles d'un triangle est égale à deux angles droits. Or 
Legendre a réussi à démontrer (^) que la somme des angles d'un triangle 
ne peut être plus grande que deux angles droits ; il a fait voir, de plus, que, 
si dans un seul triangle la somme des angles vaut deux droits, il en sera de 
même pour la somme des angles de tout triangle. Mais il n'a pas pu prouver 
que la somme des angles ne saurait cire moindre que deux droits. 

Une série d'idées analogues semble avoir servi de point de départ aux 
recherches de Gauss sur le même objet. Gauss avait bien compris qu'il 
était réellement impossible de démontrer le théorème de l'égalité de la 

(*) Cayley prend aussi quelquefois le quadrant comme anitc; cela revient a prendre cet 

c' tous deux égaux à — — — • F. K. 

C) Celte démonstration, comme celle que Lobatschewsky a donnée de la même proposi- 
tion, suppose que la longueur de la droite est infînie. Si Ton renonce à admettre cette 
hypothèse (voir le texte ci-après), alors les démonstrations cessent de subsister, comme on 
peut le voir clairement en remarquant que sans cela elles devraient avoir également lieu 
dans la géométrie de la sphère. F. K. 
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somme des angles d^un triangle à deux angles droits; que Ton pouvait au 
contraire construire une géométrie conséquente avec elle-même et dans 
laquelle cette somme serait moindre. Il appelait cette géométrie la Géo- 
métrie non euclidienne (*); il s'est beaucoup occupé de ce sujet, mais 
malheureusement, sauf quelques simples indications, il n^a rien publié 
là-dessus. Dans cette géométrie non euclidienne, on rencontre une cer- 
taine constante caractéristique pour la métrique de l'espace. En attribuant 
à cette constante une valeur infinie, on obtient la géométrie euclidienne 
ordinaire. Mais, si la constante a une valeur finie, on trouve une 
géométrie différente, dans laquelle ont lieu, par exemple, les lois sui- 
vantes : 

La somme des angles d'un triangle est moindre que deux droits et, 
d'autant moindre, que l'aire du triangle est plus grande. Dans un triangle 
dont les sommets sont à une distance infinie, la somme des angles est égale 
à zéro. Par un point hors d'une droite on peut mener deux parallèles à cette 
droite, c'est-à-dire deux lignes qui rencontrent cette droite, d'un côté ou 
de l'autre, en des points infiniment éloignés. Les droites passant par ce 
même point et situées entre les deux parallèles ne coupent nulle part la 
droite donnée. 

Lobatschewsky, professeur de Mathématiques à l'Université de Kazan (^), 
et quelques années plus tard le mathématicien hongrois Johann Bolyaï ('), 
ont été conduits, chacun de leur côté, à la même géométrie non eucli- 
dienne et ont traité le même sujet dans des Ouvrages détaillés. Cependant 
ces travaux étaient restés à peu près ignorés jusqu'au moment où la publi- 
cation, faite en 18G2, de la Correspondance de Gauss et de Schumacher, 
attira sur eux l'attention des géomètres. Depuis lors s'est répandue la con- 



(») Comparez Sartorius von Waltkrsiiausen, Gauss zum Gedàchtniss, p. 81, ainsi que 
quelques Lettres de la Correspondance de Gauss et de Schumacher. F. K. 

Ces Lettres ont été traduites par Houel, en appendice à sa traduction de Bolyaï (Paris; 
Ilcrmann). 

(») Messager de Kazan; 1829. — Mémoires de l'Université de Kazan; 1 836-1 838. — 
Journal de Crelle, t. 17 (Géométrie imaginaire). — Geometrische Untersuchung-en zur 
Théorie der Parallellinien. Berlin; 1840. HoUel a traduit ce Mémoire {Mémoires de 
Bordeaux, t. IV; 1866). Celte traduction a été reproduite par l'éditeur Ilcrmann. Paris. — 
Pangéométrie, Kazan; i855. (Traduit en italien, t. V du Giornale di Matematiche; 
1867.) P*. K. 

(») Dans un appendice à l'Ouvrage de son père, Wolfgang Bolyaï, Tentamen juven- 
tutem studiosam.., {Maros-Vasarhely ; i833), traduit en italien. {Giornale di Materna^ 
tiche, t. VI; 1868). Également traduit par Houel (Mémoires de Bordeaux, t. V, et 
Hermann, Paris). F*. K. 
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viction que dès à présent la théorie des parallèles est complète, c'est-à-dire 
qu'elle est acceptée avec son indétermination réelle. 

Mais cette conception a dû subir une modification essentielle depuis qu'a 
paru, en 1867, après la mort de Riemann, son Habilitationsschrifl : Sur 
les hypothèses qui servent de fondement à la Géométrie (*) et que peu 
de temps après dans les Gôttinger Nachrichten (n**6; 1868), Helmholtz 
a publié ses recherches Sur les faits qui servent de base à la Géo- 
métrie (^). 

Dans son écrit, Riemann fait observer que, de ce que l'espace est illimité, 
il ne s'ensuit pas forcément qu'il soit infini. Au contraire, on pourrait 
concevoir sans tomber en contradiction avec notre intuition, qui ne 
s'applique jamais qu'à une portion finie de l'espace, que l'espace fût fini 
et rentrant sur lui-même ; la géométrie de notre espace se présenterait alors 
comme la géométrie sur une sphère à trois dimensions placée dans une 
multiplicité {^) à quatre dimensions. 

Cette conception, qui se trouve aussi cliez Helmholtz, entraînerait cette 
conséquence que la somme des angles d'un triangle (comme dans le triangle 
sphérique ordinaire) serait plus grande (*) que deux angles droits, et 
d'autant plus grande que le triangle aurait une plus grande aire. La ligne 
droite n'aurait plus alors de points à une distance infinie et, par un point 
donné, on ne pourrait mener absolument aucune parallèle à une droite 
donnée. 

Une géométrie fondée sur ces conceptions occuperait, à côté de la géo- 
métrie euclidienne ordinaire, une place toute semblable à la géométrie de 
Gauss, de Lobatschewsky et de Bolyaï, dont nous parlions tout à l'heure. 
Tandis que cette dernière attribue à la droite deux points à l'infini, celte 
autre géométrie ne lui en attribue aucun (c'est-à-dire qu'elle lui attribue 
deux points imaginaires à l'infini)]. 

Conformément à un mode de s'exprimer en usage dans la nouvelle 
géométrie, nous désignerons dans ce qui va suivre ces trois géométrics 
respectivement sous les noms de géométrie hyperboliquey elliptique {^) 

(*) Traduit par Houel. Paris, Hermann. reproduit dans la traduction àts Œuvres mathé- 
matiques de Riemann^ p. 280. Paris, Gauthier-Villars et fils (sous presse). 

(*) Ibid, Paris, Hermann. 

(') Mannigfaltigkeit = multiplicité = varietas (Gauss). (Note de Hoûel.) 

(*) Les démonstrations contraires de Legendre et de Lobatschewsky supposent, comme 
nous l'avons déjà remarqué, que l'espace est infini. F. K. 

(*) La géométrie sphérique ordinaire doit être appelée, d'après ceci, une géométrie 
elliptique. F; K. 
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on parabolique y selon que les deux points à l'infini de la droite sont réels, 
imaginaires ou coïncidents ( * ). 

Ces trois espèces de géométrie se présentent dans ce qui suit conime des 
cas particuliers de la métrique générale de Cayley. On est conduit à la 
géométrie parabolique (habituelle) lorsque Ton fait dégénérer la surface 
fondamentale de la métrique de Cayley en une section conique imaginaire. 
Si Ton prend pour surface fondamentale une surface proprement dite du 
second degré, mais qui soit imaginaire, on obtient la géométrie elliptique. 
Enfin, l'on obtient la géométrie hyperbolique, lorsque l'on choisit pour 
surface fondamentale une surface réelle, mais non réglée, du second degré 
et que l'on s'en tient à la considération de points situés à l'intérieur de cette 
surface. 

Je m'occupe alors d'établir la métrique générale projective de Cayley, 
d^abord pour les figures élémentaires à une dimension; j'examine aussi 
chaque fois comment les notions de la géométrie elliptique et hyperbo- 
lique sont comprises dans les notions projectives. 

On peut encore indiquer ici la corrélation qui existe entre les êtres 
géométriques dont nous parlons et les considérations qui se rapportent à la 
détermination de la mesure dans des multiplicités analytiques à un nombre 
quelconque de dimensions. 

M. Beltrami a montré le premier (-) comment la partie planimétriquc 
de la géométrie hyperbolique (non euclidienne) trouve son interprétation 
dans la métrique ordinaire des surfaces à courbure constante négative. Dans 
la géométrie hyperbolique le plan est donc une multiplicité à deux dimen- 
sions à courbure constante négative. Mais lorsqu'eut paru le travail précité 
de Riemann où, pour la première fois, la conception de la mesure de la 
courbure fut définie pour des multiplicités d'ordre plus élevé, Beltrami (') 
étendit ses recherches à des espaces à un nombre quelconque de dimensions. 



(ï) On désigne, par exemple, Jes points d'une surface sous le nom de hyperboliques^ ou 
elliptiques, ou paraboliques, selon que les tangentes principales sont respectivement réelles 
ou imaginaires, ou coïncidentes. Steincr nomme les involutions hyperboliques, ou elliptiques. 
ou paraboliques, suivant que les éléments doubles sont respectivement réels ou imaginaires, 
ou coïncidents F. K. 

(*) Saggio cli interpretazione délia geometria non euclidea {Giornale di A/afenia- 
fiche, t. VI; 1868). Traduit par Houel. (Annales de VÉcole Normale supérieure^ 
t. VI.) 

(') Theoria fundamentale degli spazii di curvatura constante. {Annali di Mcithe- 
matica, série 2, t. II; 18O8-1869.') Traduction Hoiiel. {Annales de l'École Normale, 
t. IV). 
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Il fit voir en particulier que la géométrie hyperbolique attribue à l'espace 
habituel (à trois dimensions) une courbure constante négative et que faire 
l'hypothèse d'une courbure constante négative revient à faire l'hypothèse 
d'une géométrie hyperbolique. La géométrie elliptique, au contraire, ou, 
comme il la nomme la Géométrie sphérique (*) (la géométrie ordinaire 
sphérique en fait, en effet, partie), attribue à l'espace une courbure con- 
stante positive. Enfin, dans la géométrie parabolique, la courbure sera 
encore constante mais égale à zéro. 

Mais puisque, comme nous le verrons plus loin, la métrique générale 
de Cayley, dans l'espace à trois dimensions, comprend les géométries 
hyperbolique, elliptique et parabolique, on est conduit à penser que, pour 
un nombre quelconque de dimensions, la métrique générale de Cayley 
et l'hypothèse d'une courbure constante sont des notions équivalentes. 
Et c'est ce qui a lieu en effet; mais nous n'aborderons pas ici ce sujet. Par 
conséquent, pour les espaces à courbure constante, nous pouvons, sans 
autre discussion, employer les formules que nous allons établir dans ce 
qui suit pour les cas de deux et trois dimensions. Il en résulte encore 
que les lignes les plus courtes peuvent être représentées, comme le sont 
les lignes droites, par des équations linéaires (^); les éléments situés à 
l'infini forment une surface du second degré, et ainsi de suite. Ce sont là 
des résultats qui ont été déjà démontrés par d'autres moyens par Bel- 
trami ('), et il n'y a qu'un pas à faire pour passer des formules de Beltrami 
à celles de Cayley. 

Nous pouvons ici en même temps indiquer la corrélation qui existe entre 
ces questions et les recherches générales de MM. Christoffel (*) et Lip- 
schitz (*) sur les expressions différentielles. 



(*) Par opposition à la géométrie sphérique, Beltrami désigne la géométrie hyperbolique 
sous le nom àt pseudo-sphérique, 

(>) En particulier toutes les méthodes et considérations projectives subsistent dans les 
espaces à courbure constante. F. K. 

(3) Beltrami Ta fait d'abord pour les surfaces à courbure constante, dans un Mémoire : 
Risoluzione del problema di reportare i puntidi una superficie, etc, (Annali di.Mate- 
matica, séria I, t. Vlï; 1866). Il l'a fait ensuite d'une manière générale dans le Mémoire 
précité {Theoria générale, etc). F. K. 

(*) Journal de C relie, t. 70, p. 46. 

(«) Journal de Crelle, t. 70, p. 71, et t. 72, p. i. F. K. 
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II. 

GÉNÉRALITÉS SUR LA MÉTRIQUE DANS l'eSPACE. 

On sait que toutes les déterminations métriques dans l'espace peuvent 
se ramener à deux problèmes fondamentaux : la détermination de la dis- 
tance de deux points et la détermination de V inclinaison mutuelle de 
deux droites qui se coupent; c'est ainsi que les instruments dont se sert le 
géomètre praticien ne mesurent, en définitive, que des segments de droites 
ou des angles; tous les autres éléments à déterminer peuvent être évalués 
au moyen des premiers. 

Au sens de la Géométrie projective, on peut dire que ces deux pro- 
blèmes fondamentaux constituent le problème de la mesure dans les 
figures à une dimension. La mesure de la distance de deux points cor- 
respond à la métrique des ponctuelles rectilignes; la mesure de Tincli- 
naison mutuelle de deux droites correspond à la métrique des faisceaux de 
rayons dans le plan. Enfin la métrique relative au faisceau de plans n'est 
pas différente de celle relative au faisceau de rayons dans le plan, puisque 
l'inclinaison de deux plans doit être regardée comme l'inclinaison des 
deux droites concourantes que l'on obtient en coupant les deux plans 
proposés par un plan perpendiculaire à leur intersection. Ainsi, il ne reste 
à considérer que la métrique relative à la série ponctuelle rectiligne et la 
métrique relative au faisceau de rayons dans le plan; c'est ce que nous 
allons d'abord étudier. 

En tant que nous regardons la ponctuelle rectiligne et le faisceau de 
rayons dans le plan comme situés dans le plan, ils sont associés par le 
principe de dualité. Mais il n'en est pas de même de leurs métriques res- 
pectives, qui sont au contraire essentiellement différentes; par exemple: 
la distance de deux points est une fonction algébrique des coordonnées, 
Fangle de deux droites en est une fonction transcendante (goniométrique). 

La longueur d'une ponctuelle rectiligne illimitée est infiniment grande; 
au contraire, la somme des angles dans un faisceau de rayons est finie. 

Un segment de droite est, au signe près, déterminé d'une manière uni- 
forme, un angle ne l'est qu'aux multiples près d'une période. De même, le 
segment de droite peut être divisé d'une façon simple en un nombre quel- 
conque de parties égales; pour un angle, au contraire, cette division n'*est 
possible que dans le cas de la bissection, etc. 
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Malgré ces différences, les deux sortes de détermination métrique ont 
quelque chose de commun, et cette circonstance permet de les considérer 
comme des cas particuliers d'une métrique plus générale. Ces caractères 
communs sont de deux sortes : 

I® Les deux métriques jouissent de la propriété que les différences de 
mesure (Maassunterschied) (*) s'ajoutent entre elles (^); je veux dire 

par cela que la différence de mesure 12, augmentée de la différence de 
mesure 28, est égale à la différence de mesure i3, autrement dit 
I 2 4- 23 = i3 . Cette possibilité d^ additionner les différences de mesure 
est une loi générale qui nous est donnée a priori pour toutes les détermi- 
nations métriques dans les multiplicités à une dimension ('). Cette loi a, 
pour la détermination de la fonction des coordonnées qui doit repré- 
senter la différence de mesure, la valeur d'une équation fonctionnelle. A 
cette possibilité d'additionner les différences de mesure, nous pouvons 
adjoindre cette propriété, qui se présente également pour toutes les déter- 
minations métriques dans les multiplicités à une dimension, que la distance 

d'un élément à cet élément lui-même est égale à zéro : 11 = 0. De cette 

propriété et de la précédente, il résulte en particulier que 12 = — 21 . 

2° Les déterminations métriques que nous traiterons ici ont encore une 
seconde propriété qui les rend susceptibles d'être appliquées à la mesure 
dans l'espace. Cette propriété consiste en ce (\vCelles ne sont pas altérées 
par un déplacement dans l'espace. En particulier, l'angle de deux droites 
d'un faisceau ne change pas quand on imprime au faisceau, dans son plan, 
une rotation autour de son centre ; il en est de même de la distance de 
deux points d'une droite lorsque celle-ci glisse sur elle-même. 

Les deux propriétés précédentes suffisent pour caractériser les deux 
déterminations métriques. Elles se montrent aussi de la manière la plus 
claire lorsque l'on envisage la manière dont on exécute les mesures effec- 
tives. A cet effet, l'on emploie pour la mesure des angles comme des seg- 



(*) « Mous avons choisi ce mot pour réunir sous une appellation commune les expressions 
distance entre deux points^ angle de deux rayons ou plans ^ etc, » (Cours lithogra- 
phie de M. Klein à l'Université de Gôttingue, Sur la Géométrie non euclidienne; 1889-90. 
•2* édition, p. 65; 1893.) L. L. 

(') Ceci, naturellement, dans la mesure des angles, n'est valable que si l'on n'ajoute pas 

aux angles 12, ... des multiples de 27r indépendants les uns des autres. F. K. 

(3) H en est de même par exemple lorsque nous mesurons le temps, la pesanteur ou des 
intensités. F. K. 

Fac. de T. — XI. G. 2 
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mcnls de droites une échelle d'clémenls équidistants que l'on applique 
d'une manière quelconque sur l'objet à mesurer (*). Le nombre des divi- 
sions de l'échelle, comprises entre deux éléments dont il s'agit de déter- 
miner la différence de mesure, nous donne précisément la différence de 
mesure cherchée. Nous ne discuterons pas ici comment le nombre de ces 
subdivisions de l'échelle n'est pas en général entier, ni même rationnel, ni 
comment, par conséquent, la différence de mesure de deux éléments ne 
peut jamais être déterminée exactement, mais seulement avec une certaine 
approximation. Au contraire, nous allons examiner de plus près comment 
les deux propriétés précédentes de la détermination métrique se manifes- 
tent dans les opérations de mesure décrites ci-dessus. 

La première propriété, celle de la possibilité d'additionner les différences 
(le mesure, résulte immédiatement de ce que nous prenons tout simplement 
pour différence de mesure de deux éléments, le nombre des divisions de 
réchellc comprises entre eux. La seconde propriété résulte de ce que nous 
trouvons toujours le même nombre comme différence de mesure, quelle 
que soit la manière dont nous appliquons l'échelle sur la figure à mesurer. 
A cet effet, l'échelle doit jouir de cette propriété de se recouvrir elle- 
même, lorsqu'on la superpose à elle-même d'une façon quelconque, ou, 
en d'autres termes, si l'on fait éprouver à l'échelle un .déplacement pendant 
lequel la ponctuelle rectilignc ou le faisceau de rayons qui la portent res- 
tent inaltérés et pendant lequel en même temps une division de réchelle 
se transforme en la suivante, chaque division de l'échelle doit se trans- 
former en celle qui la suit. 

Cette dernière propriété de l'échelle permet de la construire au moyen 
d'une succession de déplacements. 

En particulier, pour construire une échelle sur une ponctuelle rectiliguc, 
on prendra deux points (i) et (2) comme extrémités d'une première divi- 
sion de l'échelle, puis on déplacera la droite sur elle-même jusqu'à ce 
que (i) tombe en (2). Alors (2) vient en un point (3) qui devra former le 
troisième point de division. Si l'on déplace encore la droite d'une quantité 



( 1) Pour la mesure de segments de droites, ainsi qu'il est dit dans le texte, on emploie 
une échelle de points équidistants situés sur une droite, une règle à mesurer [Maasstab]. 
Mais, dans la mesure des angles, on ne se sert pas d'une échelle d'angles, mais d'un cercle 
flivisé (rapporteur), qui supplée à une échelle d'angles. Mais dans le texte, nous nous en 
tenons à la conception d'une échelle d'angles, parce qu'au sens de la Géométrie projeclive 
le cercle n'est pas une figure élémentaire. F. K. 
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égale, (i) vient en (3) et (3) en un nouveau point de division (4), et ainsi 
de suite. 

De même si l'on veut construire une échelle sur un faisceau de rayons 
dans le plan, on prendra avant tout deux rayons (i) et (2) comme rayons 
limites pour la première division de Téchelle (*). 

Une rotation du faisceau dans son plan, autour de son centre, amènera (i) 
dans la position de (a) et (^) occupera une position (3), qui sera celle du 
troisième rayon de division, et ainsi de suite. 

Maintenant, le déplacement d'une ponctuelle ou la rotation d'un faisceau 
de rayons rentrent tous deux, au point de vue de la Géométrie projective, 
dans la notion plus générale d'une transformation linéaire gui trans- 
forme en elle-même la figurée élémentaire en question. 

On est ainsi amené directement à la conception d'une construction 
généralisée de l'échelle pour la ponctuelle ou pour le faisceau de rayons et, 
en même temps, à une détermination métrique généralisée relative à ces 
figures élémentaires, qui comprend, comme cas particulier, les construc- 
tions et les déterminations métriques que l'on emploie dans la pratique. 
En effet, on est conduit ainsi à se construire une échelle, soit pour la 
ponctuelle, soit pour le faisceau de rayons, en appliquant plusieurs fois de 
suite à un élément de la figure dont il s'agit, une transformation linéaire 
arbitraire transformant la figure en elle-même. L'élément choisi primitive- 
ment donne ainsi naissance à une série d'éléments qui constitue précisé- 
ment l'échelle. On prend, comme différence de mesure de deux éléments, 
le nombre de divisions de l'échelle que l'on trouve entre ces deux élé- 
ments (^). 

Ayant ainsi défini la différence de mesure des éléments, distants entre 
eux d'un nombre entier de divisions de l'échelle, en subdivisant à l'infini les 
divisions de l'échelle (voir les paragraphes suivants), on pourra établir 
la différence de mesure de deux éléments qui sont séparés par un nombre 



(1) Dans la pratique, on choisit pour division de réciielle un angle tel que l'angle droit 
soit formé par un nombre entier de divisions, considération dont nous n'avons pas à nous 
occuper ici. F. K. 

(>) D'après cela, la nature des transformations linéaires à employer est soumise à des 
restrictions. En premier lieu, la transformation linéaire, qui transforme un premier élément 
réel en un second élément réel, doit être réelle. l\ est, de plus, nécessaire que les éléments 
de division de l'échelle se succèdent dans Tordre où ils prennent naissance, par exemple 
que le premier et le second élément ne soient pas séparés par le troisième et le quatrième.... 
Comparer la suite du texte. F. K. 
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rationnel de divisions de i'cchcUc; enfin, si l'on admet la notion de limites 
irrationnelles, on pourra parler de la différence de mesure de deux éléments 
({uelconques. 

Ce concept généralisé de la détermmation métrique dans les figures 
élémentaires à une dimension sera traité avec plus de détails dans les 
paragraphes suivants. On obtiendra alors autant de déterminations mé- 
triques essentiellement différentes qu'il existe de transformations linéaires 
essentiellement différentes pour les figures élémentaires à une dimen- 
sion. Or ces transformations sont seulement de deux espèces diffé- 
rentes : 

1^ Celles où deux éléments (réels ou imaginaires) de la figure élémen- 
taire restent fixes (cas général); 

2** Celles où un seul élément (double) de la figure élémentaire reste 
fixe (cas particulier). 

Par conséquent, il n'y a de même que deux espèces essentiellement dif- 
férentes de déterminations métriques projectives pour les figures élémen- 
taires à une dimension : Tune, générale, qui fait usage des transformations 
de la première espèce; l'autre, particulière, qui fait usage de celles de la 
deuxième espèce. 

La détermination métrique habituelle pour le faisceau de rayons est de 
la première espèce. En effet, pendant une rotation du faisceau dans son 
plan autour de son centre, deux rayons distincts restent inaltérés. Ce sont 
ceux qui passent par les deux points circulaires imaginaires à l'infini. 

Au contraire, la métrique habituelle relative à la ligne droite est de la 
deuxième espèce. En effet, pour un déplacement de celle-ci sur elle-même, 
un seul de ses points, d'après l'hypothèse de la Géométrie parabolique 
ordinaire, reste fixe : c'est le point à distance infinie. 

Ainsi nous voyons déjà comment, dans l'hypothèse de la Géométrie 
hyperbolique ou elliptique, la détermination métrique relative à la ligne 
droite perd le caractère particulier que lui attribue la Géométrie parabo- 
lique. La Géométrie hyperbolique allribue aux droites deux points réels à 
rinfini, la Géométrique elliptique deux points imaginaires à l'infini. Et, 
comme conséquence, ces deux Géomélries présentent un déplacement 
d'une droite sur elle-même, comme une transformation linéaire générale 
(jui laisse inaltérés deux points distincts, les deux points à distance infinie. 
Nous analyserons cela plus en détail dans la suite. 
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LA DETERMINATION METRIQUE PROJECTIVE GENERALISEE, RELATIVE AUX FIGURES 

A UNE DIMENSION. 

Nous voulons ici considérer d'abord seulement le cas général de la 
détermination métrique projective précédemment exposée, savoir le cas où 
il y a deux éléments distincts qui restent inaltérés dans la transformation 
linéaire qui engendre Téchelle. Nous les désignerons sous le nom à'^éléments 
fondamentaux et nous les prendrons comme éléments de base d'un sys- 
tème de coordonnées où l'on déterminera chaque élément nouveau au 
moyen du rapport de deux variables homogènes x^ \ x^. Nous pouvons 
désigner la valeur de ce rapport tout simplement par z^ en sorte que z = o 
et ij = Qo représentent les deux éléments fondamentaux. 

Alors la transformation linéaire que nous voulons prendre comme point 
de départ pour la construction de l'échelle est donnée par une équation de 
la forme suivante : 

OÙ X est une constante déterminant la transformation (*). Appliquons 
maintenant cette transformation plusieurs fois de suite à un élément pris 
arbitrairement, z = z^\ nous obtenons ainsi une série d'éléments 

et cette série d'éléments est notre échelle. Cette échelle, comme on pou- 
vait le voir a priori^ est transformée en elle-même par la transformation 
génératrice. 

Désignons maintenant la division de Véchelle sous le nom d'unité de 
distance, alors les distances des éléments z^^ Xi?,, X-i?,, X^:;,, ... à l'élé- 
ment z^ seront respectivement égales à o, i , 2, 3, 

Ensuite, pour pouvoir mesurer la distance d'autres éléments à l'élé- 



(*) Ce X, d'après une remarque faite précédemment, ne peut être pris tout à fait quel- 
conque, car, dans la construction de l'échelle, nous ne considérons que les éléments réels de 
la figure élémentaire. D'abord X doit être soumis à cette restriction que, par l'efTct de la 
transformation z' =■ \z, les éléments réels deviennent des éléments réels (indépendamment 
de la réalité ou de la non-réalité des deux éléments fondamentaux ^ = o, ^ = oo). 

Ensuite X(t;oe/' la suite du texte) doit être positif pour des éléments fondamentaux réels. 

F. K. 
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iiienl w,, nous subdiviserons les divisions de Téchelle, par exemple, d'abord, 
(Ml n parties (égales). On y arrive en appliquant (/i — i) fois à un élément 
limite d'une division de réclielle la transformation linéaire qui, répétée 
// fois, reproduit la transformation 5'=Xz, c'est-à-dire, par conséquent, 
la transformation 

^/ — "i/ï - 

I 

Ici Ton doit choisir (*) la racine n**""*, en sorte que Félément X"^ 
vienne se placer entre les cléments z et \z. 

Si Ton a exécuté cette subdivision, on peut alors assigner la distance à w, 
do tous les éléments dont la coordonnée z peut se ramener à la forme 
suivante 

a et p désignant des nombres entiers. Cette distance sera précisément 
égale à l'exposant a -+- -• 

Si Ton conçoit maintenant la subdivision de l'échelle prolongée indéfi- 
niment, on reconnaît que l'on doit, d'une manière générale, regarder 
comme dislance d'un éléments à l'élément z^ l'exposant a que Ton doit 
attribuer à X pour que l'on ait X*:?, = z. Ici a est un nombre quelconque 
rationnel ou irrationnel. 

Puisque l'on a évidemment a= log^ : logX, nous pouvons exprimer ce 
résultat comme il suit : 

La distance d^un élément z à Vêlement 5, est égale au logarithme 

du quotient — dii^isé par la constante log X. 

Mais, dans ce que nous venons de dire, l'élément z^ n'a été choisi comme 
élément initial de l'échelle que fortuitement et n'a pas été caractérisé 



(*) La raison précise de celle déierminalion s'aperçoit le mieux si l'on prend pour 
exemple la division de la circonférence. Soit, par exemple, ù subdiviser sur une circonfé- 
rence une division de l'échelle, par exemple un degré, c'est là, d'abord, un problème indé- 
terminé, puisque la division de l'échelle n'est donnée qu'aux multiples près de la période air. 
Cette indétermination est levée par l'adoption de la convention du texte. Pour les cléments 

fondamentaux réels, il suffit simplement de définir X" comme étant la racine /i»*^"»* réelle 
de X. Mais pour qu'une telle racine existe, il faut, ainsi que nous l'avons déjà dit, que X 
soit positif. Pour X négatif, on obtiendrait pour l'échelle une série d'éléments, dont les 
éléments ne se succéderaient pas dans l'ordre même où ils sont engendrés. F, K. 
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autrement; on peut, au moyen d'une transformation linéaire qui n'altère 
ni les deux éléments fondamentaux, ni, par conséquent, la détermination 
métrique dans sa totalité, transporter cet élément Z| partout où Ton voudra. 
Par conséquent, 

La distance entre deux éléments quelconques z et z' est égale à 
log:^:logX. 

C'est ce que l'on peut vérifier en retranchant l'une de Taulrc les dis- 
tances à z^ des deux éléments z et z'^ c'est-à-dire en retranchant 

z' z 

lojif^ : logX de log^ : logX. 

Au lieu de la constante ]— 7^» pour abréger, nous écrirons maintenant c, 
notation dont nous nous servirons toujours dans la suite (*). 

Par suite, la distance entre deux éléments quelconques z^ z' est égalr 
à clog^,* 

On vérifie aisément sur cette expression de la différence de mesure de 
deux éléments l'existence des propriétés que nous avons prises pour condi- 
tions dans la construction même de cette expression. 

D'abord, la possibilité d'additionner les différences de mesure résulte de 
ce que 

clog5^=cIog^-f-clogf,. 

>«> ^ 4i> 

l'^nsuite la distance d'un élément à lui-même est égale à zéro 

clog^ =0. 

Enfin la distance de deux éléments 

C \(\^ — 



(1) De même que la constante X était soumise à certaines restrictions, de môme on doit 
conserver pour c des restrictions correspondantes, qui consistent en ce que c doit être réel 
ou imaginaire pure, selon que les éléments fondamentaux sont réels ou imaginaires. Si l'on 
choisissait c autrement, on pourrait toujours désigner l'expression analytique que nous 
avons obtenue sous le nom de différence de mesure^ mais la différence de mesure de deux 
cléments consécutifs réels serait alors imaginaire. F. K. 
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reste inaltérée lorsque Ton applique simultanément à -j et à ^ une trans- 
formation linéaire où les deux éléments fondamentaux 

restent inaltérés, c'est-à-dire une transformation qui change simultané- 
ment z et z' en des multiples d'eux-mêmes. 

L'expression analytique que nous venons d'obtenir pour la détermina- 
lion métrique est susceptible d'une interprétation géométrique simple. Le 

(luolient ^ désigne, comme l'on sait, le rapport anharmonique des élé- 

nients z et z relativement aux deux éléments fondamentaux :? = o, :; = 00. 

Par conséquent, dans notre détermination métrique la distance entre 
deux éléments de la figure élémentaire est égale au produit d'une cer- 
taine constante par le logarithme du rapport anharmonique formé par 
ces deux éléments et les deux éléments fondamentaux. 

La constante c dont il est question est ici indéterminée et doit être prise 
arbitrairement. 

IV. 

PASSAGE AUX ÉLÉMENTS COMPLEXES. GÉNÉRALISATION DU SYSTÈME DES COORDONNÉES. 

Dans la construction de l'échelle et dans la définition de la différence de 
mesure de deux éléments, nous n'avons jusqu'ici considéré que les éléments 
réels de la figure élémentaire. Mais maintenant que nous avons obtenu 
l'expression analytique pour la différence de mesure de deux éléments 

nous pouvons évidemment aussi parler de la différence de mesure de deux 
éléments complexes de la figure élémentaire. Ici se présente alors, dans 
toute sa généralité, un fait que nous avons déjà rencontré à propos de la 
mesure de l'angle et qui, ainsi que cela sera expliqué dans les paragraphes 
suivants, se présente toujours pour les éléments réels lorsque les éléments 
fondamentaux sont imaginaires. Ce fait est celui-ci : La différence de 
mesure de deux éléments n'est pas une fonction uniforme^ mais une 
fonction multiforme ayant une infinité de déterminations et un module 
de périodicité. 
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Ce module de périodicité, puisque la fonction logarithmique a la 
période 2ir«, a pour valeur 2CT:i. 

Ensuite, comme le logarithme devient infiniment grand lorsque son 
argumenta pour valeur o ouoo, il est évident que les éléments pour lesquels 

on a ^ = G ou f, = Qo sont infiniment éloignés Tun de l'autre. Pour cela, il 

faut et il suffit que l'un des deux éléments coïncide avec l'un des deux élé- 
ments fondamentaux (z = o, ^ = qo). Par conséquent 

Dans notre détermination métrique^ la figure élémentaire possède 
deux éléments infiniment éloignés {réels ou imaginaires) : les deux 
éléments fondamentaux. 

La distance de ces éléments à un autre élément quelconque est un infi- 
niment grand du même ordre que logo ou logoo. 

Les deux éléments fondamentaux sont à une distance logarithmique- 
ment infinie. 

En outre, nous abandonnerons désormais l'hypothèse restrictive que 
nous avons adoptée jusqu'ici relativement au système des coordonnées. 
Les deux cléments fondamentaux ne coïncideront plus avec les éléments 
de base des coordonnées, mais seront donnés par une équation générale du 
second degré 

OU, en introduisant les variables homogènes, 

axl -^ ibxiX^-\- cx\ -=.0. 

Pour calculer la différence de mesure de deux éléments ayant pour 
coordonnées homogènes a?,, x^ et j^, , y^^ l'on n'a qu'à former le rapport 
anharmonique de ces deux points aux deux éléments û = o. Ce rapport 
est, d'après la règle connue. 






OÙ ûj-a,, ùyyj Clxy désignent les expressions suivantes, ûa?*? ûyr sont celles 
que Ton tire de Cl en mettant respectivement a?,, x^ et y,, y a à la place des 
variables; c'est-à-dire 

Cixx= a^\ -+- 2 bx^x^ -h cx\, Clyy= ay\ -h a ô/i/i-h c/J, 
FacdeT. — Xl. G. 3 
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Ensuite ùjcy dcsijjnc rexpression 

Vax employant cette notation, la difTcTence de mesure de deux élcmenls 
sera égale à 

cW/ là V expression analytique générale de la différence de mesure. 

Au lieu du logarithme, nous introduirons quelquefois un arc cosinus. 
On sait que 

c log a^=^2ic arc cos — -=- 

Par consé(|uent, notre difl'érence de mesure 

= 2£carccos ^ 



\/il^^il 



yy 



C'est là la forme de l'expression analytique que l'on trouve dans CaylcY- 
Seulement, Cayley, comme nous Tavons déjà dit, attribue à la constante c 

la valeur particulière > en sorte que, pour lui, la différence de mesure 

est précisément égale à Tare cosinus en question. 



V. 

ÉTUDK PARÏICriJÈKK DES ÉLÉMENTS RÉELS DE LA FIGURE ÉLÉMENTAIRE. 

Nous nous proposons maintenant d'examiner en détail comment la dé- 
termination métrique, développée dans les précédents paragraphes relati- 
vement aux figures élémentaires à une dimension, se présente pour les 
éléments réels de la figure. Pour cela, nous aurons à distinguer les deux 
cas où les éléments fondamentaux sont réels ou bien imaginaires. Pour 
plus de clarté, de précision, nous examinerons en particulier la déter- 
mination métrique de la ponctuelle. Il va de soi que les choses se passent 
d'une façon tout à fait analogue pour le faisceau de rayons. 

En premier lieu, supposons donnés, sur la droite, deux points fondamen- 
taux réels O et O'. 

Si, alors, x^\.y sont des points réels de la droite, a;, ^forment avec O O' 
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un rapport anharmonique négatif ou positif, selon que les segments xy et 
ÔO' s'enchevêtrent ou non. 

Dans le premier cas, par conséquent, le logarithme du rapport anhar- 
monique est imaginaire; dans le second, il est réel (à des périodes ima- 
ginaires près). Par suite, si nous nous imposons cette condition que la 
dislance de deux points qui se suivent sur la droite soit réelle, alors nous 
devons toujours prendre la constante c, qui multiplie le logarithme, éga- 
lement réelle. On a alors ce théorème : 

La distance de deux points .r, y est une grandeur imaginaire ou 
bien une grandeur réelle y selon que les segments xy^ OO' s'enchevêtrent 
ou non. 

Il est clair qu'on pourrait attribuer à c (c'est ce que fait Cayley) une 
valeur imaginaire pure; il faudrait alors, dans le précédent théorème, in- 
tervertir les mots réelle et imaginaire. A priori cette hypothèse est tout 
aussi admissible que l'autre ; mais alors la détermination métrique n'aurait 
pas du tout pour les points réels le même caractère que celle que nous 
employons d'habitude. Par exemple, si nous voulons construire une échelle 
de points 1,2, 3, ... qui soient chacun distants l'un de l'autre de l'unité, 
2 serait séparé de i et 3 par 00' et la distance i3 ne serait égale à deux 
unités, qu'autant que Ton irait d'abord de 1 à 2, puis de 2 à 3, tandis que 
i3, mesuré directement, fournirait une valeur imaginaire. Pour cette 
raison, nous exclurons ici l'hypothèse de c imaginaire. 

Ainsi, pour c réel, nous avons d'abord le théorème ci-dessus. Par consé- 
quent, nous nous en tiendrons à la considération de l'un des deux segments 
en lesquels la droite est décomposée par les deux points fondamentaux. 
Chacun de ces deux segments a une longueur infinie, en ce sens que les 
deux points qui les limitent, les points fondamentaux, sont infiniment 
éloignés de tous les autres points. 

Concevons maintenant que l'on soit placé en un point du segment 00' en 
question, et que l'on ne puisse se déplacer sur la droite qu'au moyen de ces 
transformations linéaires qui laissent inaltérés les points O, O', et, par con- 
séquent, aussi la détermination métrique. Nous pouvons aussi parler d'une 
vitesse du déplacement, en entendant par là le rapport de l'espace parcouru 
(mesuré d'après cette détermination métrique) au temps employé à le 
parcourir. Alors, lorsque l'on se meut dans l'un ou l'autre sens sur la 
droite avec une vitesse constante, on se rapproche constamment soit du 
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point O, soit du point O'; mais, comme ce point est infiniment éloigné, on 
n'y arrivera jamais. Mais quant au second segment O'O sur lequel on ne 
se trouve pas, on ne pourra jamais y arriver y en sorte que Von ne 
pourra même pas s'assurer de son existence. 

C'est là précisément l'idée que l'on se forme, en Géométrie hyperbo- 
liquey de la mesure sur la ligne droite. La Géométrie hyperbolique attribue 
à la droite deux points à Tinfini. Si, de part et d'autre de chacun des deux 
points à l'infini, il existe encore une portion de la droite qui complète la 
portion située à distance finie, en formant ainsi une courbe fermée, c'est ce 
que nous ne pouvons dire, car nos déplacements ne peuvent jamais nous 
conduire jusqu'aux points à l'infini et encore moins au delà. Kn tout cas, 
on peut ajouter ce segment comme une portion idéale de la droite, que 
l'esprit peut concevoir. 

En second lieu, supposons que les deux points fondamentaux, base 
de notre détermination métrique relative à la droite, soient imaginaires 
(conjugués). Alors, le logarithme du rapport anharmonique des deux 
points fondamentaux et de deux points réels quelconques a;, y est une 
imaginaire pure. Nous devons donc attribuer à c une valeur imaginaire 
pure c, i, afin que la dislance de deux points réels puisse être réelle. Mais 
en même temps alors, les distances mutuelles de tous les points réels 
seront réelles. 11 n'y a pas de points réels à l'infini. La droite revient sur 
elle-même comme une courbe fermée. La distance réelle de deux points 
n'est pas complètement déterminée; elle l'est seulement à des multiples 
prés d'une période réelle qui représente la longueur totale de la droite. 
Cette longueur a pour valeur 2«rc = — ir.c^. La détermination métrique 
relative à la droite est ainsi toute pareille à la détermination métrique 
habituelle relative à la circonférence de rayon C|. 

La détermination métrique relative à la droite, que nous venons de dé- 
crire, est précisément celle que lui attribue la Géométrie elliptique. 

Ce que nous venons d'exposer pour la ponctuelle, nous pouvons le ré- 
péter pour le faisceau de rayons. 

Si les deux rayons fondamentaux, base de la détermination métrique 
relative au faisceau de rayons, sont réels, le faisceau possède deux rayons 
réels dont chacun forme avec tous les autres un angle infiniment grand. La 
rotation d'un rayon du faisceau, définie d'une façon entièrement analogue 
à celle que nous avons exposée précédemment pour le déplacement d'un 
point sur la dioitc, n'amènera jamais le rayon jusqu'à atteindre, ni encore 
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moins à dépasser, ces deux rayons limites. Une telle déterminalion mé- 
trique n'a certainement rien de commun avec la métrique angulaire à 
laquelle nous sommes habitués, car la rotation d'un rayon autour d'un de 
ses points ramène ce rayon à sa position initiale après un laps de temps 
fini. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que les rayons fondamentaux soient ima- 
ginaires. En effet, nous avons déjà vu au paragraphe II que la détermina- 
tion angulaire habituelle emploie deux rayons fondamentaux imaginaires, 
savoir : les deux rayons du faisceau qui passent par les points circulaires 
imaginaires à l'infini. 

Dans les Géométries hyperbolique et elliptique la détermination angu- 
laire relative au faisceau reste tout à fait la même que dans la Géométrie 
habituelle ; seulement, les deux rayons fondamentaux ne seront plus définis 
comme étant les deux rayons qui passent par les points circulaires à l'in- 
fini, mais comme étant ceux qui sont tangents à une certaine conique, le 
cercle à l'infini qui se présente dans ces Géométries {comparez para- 
graphe VIII). 

La constante c, qui reste indéterminée dans la formule générale du para- 
graphe IV, doit, afin que cette formule soit valable dans le cas de la déter- 
mination angulaire habituelle, être prise égale à ± 2—-' . D'abord, d'après 

les considérations indiquées précédemment au sujet de la ponctuelle, elle 
doit être imaginaire pure et égale à ± Cfî. Comme, alors, la somme des 
angles dans le faisceau de rayons est égale à sirc^ et que cette somme, dans 
la détermination habituelle, est égale à tt. Ton devra prendre c, = ^ (*). 
Dans cette hypothèse, la formule du paragraphe IV donne, en effet, la 
formule employée dans la détermination angulaire habituelle. Soient x ciy 
des coordonnées rectangulaires dans le plan. Le centre du faisceau de 
rayons que nous considérons devra coïncider avec l'origine des coordon- 
nées. Les deux rayons passant parles points circulaires sont alors 

vT* H- j^* = o. 

Si, ensuite, nous considérons deux rayons définis par les coordonnées 



(ï) Par somme des angles d'un faisceau il faut entendre Fangle que doit décrire un 
rayon tournant autour d'un de ses points jusqu'à ce que ce rayon revienne pour la pre- 
mière fois coïncider avec sa position initiale; c'est la moitié de l'angle que doit décrire un 
point sur la circonférence d'un cercle pour revenir à son point de départ. F. K. 
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homogènes oc^ y clx\yj d'après la formule du paragraphe IV, où nous 
ferons encore c = -» l'angle de ces rayons sera 



xx' -h y y' 
= are cos "^ 



V^^- -h 7« \/x'* -h j" 

et Ton reconnaît là la détermination angulaire habituelle. 

Par conséquent, Tanglc^e deux droites, au sens de la Géométrie pro- 

jectivc, devra être défini comme le produit de par le logarithme du 

rapport anharnionique que forment ces deux droites aç'cc les droites 
qui joignent leur point d^ intersection aux deux points circulaires ima- 
ginaires à Vinjini. 

En particulier, des droites forment un angle droit lorsque ce rapport est 
harmonique. 

Nous emploierons aussi cette expression à^angle droit (ou de segment 
droit) à propos de la métrique générale. 



VI. 

la détermination métrique spéclvle au cas ou les éléments fond.vmextaux 

coïncident. 

Jusqu'ici nous n'avons pas encore considéré le cas particulier où les élé- 
ments fondamentaux de la détermination métrique coïncident. 
Notre formule générale 

2 ic arc cos 



V ^"xx ^^xy 



donne alors, quelque valeur que l'on attribue k x cl y^ une valeur nulle 
comme distance des deux éléments Mais une détermination métrique est 
tout aussi possible que précédemment, car la loi suivant laquelle les dis- 
tances d'éléments différents tendent vers zéro lorsque les éléments fonda- 
mentaux viennent coïncider est parfaitement déterminée. On a évidem- 
ment 

où A est le discriminant ac — b^ de la forme quadratique Q. Par suite, 
nous pouvons écrire aussi la formule générale pour la détermination mé- 
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trique sous la forme 

2 ic arc sin ^ -^ — 

Si, maintenant, les deux éléments fondamentaux coïncident, Q devient le 
carré parfait d'une expression linéaire p^x^ -{- p^oc^ =/?xCt A s'évanouit. 
Par suite, nous pouvons d'abord écrire que l'arc sin est égal au sinus même 
et, par conséquent, nous aurons pour expression de la distance 



^ic 



^^^.r.-y.^. 



\^^xx ^^yy 

OU bien, si nous remplaçons respectivement û^r^r» ^yy P^i* pl et Py 



a/cy/Â 



•^ij^î — yi ^t 



(Pï^i -H/>,x,) (pifi -hftyt) 



Réunissons le facteur évanouissant yj^ au facteur 2 «c, auquel nous pou- 
vons attribuer une valeur aussi grande que l'on veut, en formant ainsi une 
nouvelle constante k. 

Nous obtenons ainsi pour la différence de mesure la formule 

(Pi^i -^Pt^i)(ptyi -^pty^y 

oà p = o représente Vêlement fondamental double {compté deux 
/ois)C). 

11 est facile de vérifier que cette expression, que nous avons trouvée par 
un passage à la limite, satisfait effectivement aux conditions que nous de- 
vons lui imposer conformément au paragraphe II. 

A cet effet, nous l'écrirons sous une forme un peu différente 

Pi^i-^Pt^i Ptyi -t-z^î/i' 

où y,, 5^2, d'ailleurs, sont des grandeurs quelconques qui satisfont à la con- 
dition 

Sous cette forme, la possibilité d'additionner les différences de mesure 
est immédiatement évidente. 



(*) Cayley obtient cette formule d'une manière toute pareille. F. K. 
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Ensuite, il est aise de voir que cette expression n'est pas altérée par les 
transformations linéaires spéciales qui laissent invariable rélémenl fonda- 
mental double/? =o. Ces transformations changent/? en un aiultiple de 
lui-même ; elles transforment aussi toute autre expression linéaire, et par 
conséquent q^ en le même multiple d'elle-même, augmenté d'un multiple 

de p\ ainsi 

P' — ?Py 

Le quotient - varie, par conséquent, ainsi de la constante a et la diffé- 
rence do mesure de deux éléments, qui est elle-même la différence de deux 
quotients analogues, reste complètement inaltérée. c. q. f. d. 

La détermination métrique ainsi trouvée s'interprète géométriquement 

comme il suit. Le quotient — représente, comme l'on sait, le rapport 
anharmonique du point x et du point pour lequel - prend la valeur i , rela- 
tivement aux deux points /? = o, 5^ = 0, autrement dit, l'élément fonda- 
mental double donné et un élément quelconque arbitrairement choisi. 

La différence des valeurs de ce rapport anharmonique y formé pour 
deux éléments, représente la différence de mesure de ces deux élé- 
ments. 

Cette détermination métrique, qui a été obtenue comme cas limite de la 
détermination générale, sera désignée, par opposition à cette dernière, sous 
le nom de détermination métrique spéciale. Elle se distingue, en particu- 
lier, de la métrique générale par les deux propriétés suivantes : 

Elle est uniforme et non plus multiforme. 

Elle ne possède plus deux éléments à une distance logarithmique ment 
infinie de tous les autres, mais seulement un élément à distance algébrique- 
ment infinie (l'élément fondamental double). 

C'est sous cette métrique spéciale que se range, comme il a été déjà 
indiqué au paragraphe II, la métrique habituelle (euclidienne, parabo- 
lique) relative à la ligne droite. Aussi, dans l'intuition habituelle, la droite 
a seulement un point à l'infini. On peut se rapprocher indéfiniment de ce 
point d'un côté comme de l'autre sans d'ailleurs l'atteindre jamais. La 
ligne droite, en Géométrie parabolique, contrairement à ce qui arrive dans 
la Géométrie elliptique, a une longueur infinie; mais elle ne possède plus. 
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comme dans la Géométrie hyperbolique, une portion idéale, elle s'étend 
d'une seule pièce à l'infini. 

Vil. 

DÉTERMINATION MÉTRIQUE SPÉCIALE AYANT AVEC UNE DÉTERMINATION MÉTRIQUE GÉNÉRALE 
UN CONTACT EN UN ÉLÉMENT. — COURBURE DE CETTE MÉTRIQUE GÉNÉRALE. 

Nous allons maintenant considérer deux déterminations métriques rela- 
tives à une figure élémentaire à une dimension, l'une générale et l'autre 
spéciale. Ces deux déterminations métriques seront entre elles dans une 
certaine relation mutuelle particulière, que nous désignerons sous le nom 
de contact des deux déterminations métriques en un élément. Quelle 
est la nature de cette relation? C'est ce dont on se rendra le mieux compte 
sur un exemple. 

Soit donnée, relativement à une ligne droite, une détermination métrique 
habituelle, qui emploie le point à l'infini de la droite comme élément 
double. Représentons les points de la droite par une coordonnée non 
homogène :;, z désignant précisément la distance à l'origine des coor- 
données. 

On construira ensuite, relativement à la droite, une détermination 
métrique générale de la manière suivante : à la dislance i de la droite 
donnée, sur la perpendiculaire à cette droite élevée à Torigine, plaçons le 
centre d'un faisceau de rayons. Pour ce faisceau de rayons, soit encore 
donnée la détermination métrique habituelle, c'est-à-dire ici la détermi- 
nation angulaire usuelle pour le faisceau de rayons. Cette dernière déter- 
mination métrique peut être transportée à la droite donnée, en définissant 
comme différence de mesure de deux points de la droite Tangle formé par 
les rayons du faisceau qui passent par ces points. Soit z la coordonnée de 
l'un des points, l'angle formé par le rayon du faisceau, passant par ce poinl, 
avec celui qui passe par l'origine est égal à arc tang:: ; par conséquent, dans 
cette détermination métrique, la différence de mesure des deux éléments z 
et z' est, en définitive, égale à 



are tangc — arc tangs', 

I^es points fondamentaux de cette détermination métrique sont imagi- 
naires et déterminés par 

Fac. de T. — XI G. 4 
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Maintcnanl la détermination métrique spéciale et la métrique générale 
qui se présentent ici sont liées de telle sorte que pour les valeurs de Zy qui 
diffèrent très peu de :; = o, elles sont presque coïncidentes; car, pour des 
angles très petits, la différence entre l'angle et la tangente trigonométrique 
s'évanouit. 

C'est ce qu'on voit clairement en remplaçant l'arc tangz par son déve- 
loppement en série 

*» w 
" __ _L_ -f- 

6 5 

Les deux délerminalions métriques sont, par conséquent y identiques 
dans le voisinage de z = o, aux infiniment petits d^ ordre supérieur 
près. 

C'est cette relation entre les deux déterminations que l'on désignera 
sous le nom de contact. 

Lorsque, comme ci-dessus, une détermination métrique générale et une 
autre spéciale ont un contact, il saute aux yeux que le point de contact 
forme une division harmonique avec les deux points fondamentaux de la 
détermination métrique générale et le point fondamental double de la dé- 
termination métrique spéciale. 

Par conséquent, une détermination métrique générale relative à une 
figure élémentaire étant donnée, si l'on veut construire une détermination 
métrique spéciale ayant avec la première un contact en un élément déter- 
miné, on cherchera d'abord le conjugué harmonique de ce point de con- 
tact par rapport aux deux éléments fondamentaux de la détermination 
métrique générale. 

Le point cherché devra être employé comme élément double de la dé- 
termination métrique cherchée. Il reste alors à déterminer les valeurs 
absolues des constantes qui entrent dans cette dernière, de telle sorte que, 
dans le voisinage de l'élément donné, il y ait coïncidence entre les deux 
déterminations métriques. Cette coïncidence, à cause de la position par- 
ticulière de l'élément fondamental double, est une coïncidence intime, un 
contact. 

Maintenant il existe une différence caractéristique entre la détermina- 
tion métrique générale à éléments fondamentaux imaginaires, et la déter- 
mination métrique générale à éléments fondamentaux réels. 

Si les deux points fondamentaux sont imaginaires , la détermination 
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métrique spéciale ayant un contact en un point avec la détermination mé- 
trique générale est en avance sur cette dernière. J'entends par là, dans 
l'exemple choisi, que la distance d'un point z à l'origine, mesuré au moyen 
de la détermination métrique spéciale tangente, est toujours plus grande 
que la distance entre ces deux mêmes éléments, mesurés au moyen de la 
détermination métrique générale donnée. On le voit clairement si l'on 
remarque que la ligne entière, mesurée au moyen de la détermination mé- 
trique spéciale, a une longueur infinie, tandis que, mesurée au moyen de 
la détermination métrique générale donnée, sa longueur totale est finie. 
Ce n'est que pour les points qui sont infiniment voisins du point de contact 
(c: = g) que les deux déterminations métriques coïncident. 

Au contraire, si les deux éléments fondamentaux de la détermination 
métrique générale donnée sont réels, alors la détermination métrique spé- 
ciale, qui a avec elle un contact en un point, est en retard sur cette déter- 
mination métrique donnée. En effet, le segment limité par les deux élé- 
ments fondamentaux est alors, dans la détermination métrique générale 
donnée, infiniment grand, tandis qu'il est fini dans la détermination mé- 
trique spéciale tangente. 

C'est ce retard et cette avance respectifs de la détermination métrique 
générale par rapport à la détermination métrique spéciale tangente, que je 
désignerai sous le nom de courbure de la détermination métrique gêné- 
raie, en l'élément de contact, pour commencer. La courbure sera dite 
positive quand les éléments fondamentaux sont imaginaires, négative lors- 
qu'ils sont réels. Pour abréger le langage, je désignerai, par mesure de la 
courbure, la grandeur de l'avance et du retard respectifs. Cette mesure 
de la courbure, comme je vais le montrer, possède la même valeur pour 

tous les éléments de la figure. On peut la prendre égale à — j-^y on c est la 

constante caractéristique de la détermination métrique générale. 

Supposons que les deux éléments fondamentaux de la détermination mé- 
trique générale soient, comme dans l'exemple ci-dessus, conjugués har- 
moniques par rapport à :r = o et :j = oo, par exemple, déterminés par 



5' z= a. 



Alors, si l'on désigne, comme toujours, parc la constante caractéristique 
de la détermination métrique, on trouve comme distance d'un élément z 
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à l'origine des coordonnées 



ici arctang -p> 



ou, si Ton développe en série, 



2 Cl ICI , ICI 



Sja 3 v/«» 5 v/a* 

La détermination métrique spéciale tangente en Félément z = o est celle 
qui emploie comme distance de l'élément z à l'élément z = o le premier 
terme du développement en série, c'est-à-dire l'expression 

9. ci 
y/a 

Comme écart entre la détermination métrique générale et la détermina- 
tion métrique spéciale tangente, c'est-à-dire comme mesure de la courbure 
de la première, on peut alors prendre, par définition, le second terme du 
développement en série, pris en signe contraire, divisé par la troisième 
puissance du premier terme, ce qui donne précisément l'expression an- 
noncée 

I 

Cette expression de la mesure de la courbure a, en même temps, le 
signe fixé ci-dessus (paragraphe IV). 

Pour les éléments fondamentaux réels, on doit attribuer à c une valeur 
positive; la mesure de la courbure sera, par suite, négative; au contraire, 
pour les éléments fondamentaux imaginaires, c doit être pris imaginaire 
pure, de sorte que la mesure de la courbure est positive. La mesure de la 
courbure d'une détermination métrique spéciale est égale à zéro. En effet, 
nous avons dû, dans le paragraphe précédent, pour obtenir, au moyen d'un 
passage à la limite, la détermination métrique spéciale, attribuer à c une 
valeur infiniment grande. 

Enfin, la courbure est la même en tous les éléments, car c a, pour tous 
les éléments, la même signification. 

La mesure de la courbure d'une détermination métrique générale peut 
encore se définir comme il suit. 

On a démontré, au paragraphe V, que la longueur de la ligne totale. 
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pour des éléments fondamenlaux imaginaires et une constante c, /, est égale 
à 2c^7:, Or le produit par tt^ de l'inverse du carré de cette expression est 
la mesure de la courbure. La mesure de la courbure est donc égale à la 
surface d'un cercle qui a pour rayon l'inverse de la longueur apparente 
de la droite totale. 

Relativement aux éléments fondamenlaux réels, on peut présenter les 
considérations suivantes. La distance mutuelle des deux éléments fonda- 
mentaux z = ± yjuj mesurée au moyen de la détermination métrique 
spéciale tangente, est égale à 4 c. La mesure de la courbure sera, par consé- 
quent, égale au produit de — 4 p^^r Tinverse du carré de la distance entre 
les deux éléments fondamentaux mesurée au moyen de la détermination 
métrique spéciale tangente. 

Pour conclure, remarquons encore que les trois espèces de détermina- 
tions métriques relatives à la ligne droite, dans les Géométries elliptique, 
hyperbolique et parabolique, ont entre elles une relation de contact. Le 
contact a toujours lieu au point que nous avons devant les yeux et à partir 
duquel nous effectuons les mesures au sens de la Géométrie elliptique, 
ou hyperbolique, ou parabolique. La détermination métrique relative à la 
Géométrie parabolique est une détermination métrique spéciale qui a un 
contact avec les Géométries elliptique ou hyperbolique. Elle peut donc 
remplacer ces dernières pour tous les points qui sont peu éloignés du point 
que nous considérons. 

vm. 

LA DÉTERMINATION MÉTRIQUE GÉNÉRALE PROJECTIVE DANS LE PLAN. 

Après avoir exposé la détermination métrique projective relative aux 
figures élémentaires à une dimension, nous pouvons passer, presque immé- 
diatement, aux déterminations métriques projectives relatives aux figures 
élémentaires à deux ou plusieurs dimensions. Nous trouverons alors une 
détermination métrique plus générale qui renferme, comme cas particu- 
liers, les déterminations métriques que nous employons habituellement 
pour ces figures élémentaires, et aussi les déterminations métriques que la 
Géométrie elliptique ou hyperbolique attribue aux figures en question. 

C'est cette métrique que nous allons exposer, d'abord pour le plan . Pour le 
point (considéré comme faisceau de rayons et de plans dans l'espace), elle 
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se présente tout à fait de la même manière, comme nous le verrons plus en 
détail au paragraphe X. 

De même que dans la détermination métrique projective relative aux 
lifçures élémentaires à une dimension, Ton emploie deux éléments de cette 
ligure comme éléments fondamentaux, on prend comme base de la dé- 
termination métrique projective pour le plan une conique, que Ton peut 
nommer la conique fondamentale (c'est V absolu, « the absolute », de 
Cayley), A cette conique fondamentale se rattache d'abord la détermina- 
tion métrique de toutes les figures élémentaires à une dimension , qui 
appartiennent au plan, c'est-à-dire la détermination métrique relative à la 
droite et au faisceau de rayons dans le plan. Chaque droite coupe la conique 
fondamentale en deux points (réels, ou imaginaires, ou coïncidents). Ceux- 
ci seront les points fondamentaux pour la détermination métrique relative 
à cette droite. Parmi les rayons de chaque faisceau, il se trouve deux 
tangentes (réelles, ou imaginaires, ou coïncidentes) à la conique. Celles-ci 
seront prises comme rayons fondamentaux pour la détermination métrique 
relative au faisceau de rayons. Ensuite nous allons encore faire une con- 
vention, relative aux constantes c que Ton doit employer. Pour la déter- 
mination métrique relative à toutes les ponctuelles rectilignes , nous 
emploierons la même constante r, d'ailleurs choisie arbitrairement; de 
même, pour la détermination métrique relative à tous les faisceaux de 
rayons, une môme constante c', d'ailleurs quelconque. 

Nous nous proposons maintenant d'établir l'expression analytique de la 
détermination métrique ainsi définie. 

L'équation de la conique fondamentale en coordonnées ponctuelles peut 

s'écrire 

il = o. 

Désignons alors par 

les expressions que l'on obtient en portant dans Q, les coordonnées x^ , jc^^ 
x^ d'un point {x) et les coordonnées /n/a, yj d'un point {y). Enfin 
désignons par 

le résultat obtenu en portant les coordonnées^ dans la polaire de (x), ou, 
ce qui revient au même, en portant les coordonnées x dans la polaire de 
{y). Alors, le rapport anharmonique des deux points {x) et (y) avec les 
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deux points d'intersection de la droite qui les joint avec la conique fonda- 
mentale est donné par le quotient des racines de l'équation quadratique en A 

Le rapport anharmonique est, par conséquent, égal à 






el la dislance des deux points sera égale à 



clog 



iljCy -+- y/^ * y — 12^.^ ^yy 



Q^y^S/^l'^y-il^^^yy 

OU., ce qui rcK^nent au mêmcy égale à 



^xy 

2/carccos — ^ 



s/^ï^Ji 



yy 



Ce sont donc, avec les notations employées ici, exactement les mêmes 
expressions qui se sont présentées pour les figures élémentaires à une 
dimension. 

On obtient exactement de la même façon Tangle de deux droites ayanl 
pour coordonnées i/,, ^/o, u^ ctr,, r^^, c^, lorsque 

est l'équation de laconique fondamentale en coordonnées lignes, au moyen 
de la formule suivante. L'angle des deux droites est égal à 



ou, ce qui revient au même, égal à 

2c'earccos 



Maintenant se présente d'abord cette question : Quel est le lieu des 
points {y) équidistants d'un point (:r)? Comme la distance xy dépend seu- 
lement de 



a^y 



nous obtiendrons l'équation du lieu géométrique de (y) en écrivant que 
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ecUc expression est ég^alo à une constante A*, ou, ce qui revient au même, 
en écrivant 

Mais c'est là Téquation d'une conique qui est tangente à la conique fon- 
damentale Otyy=^ o aux deux points d'intersection avec la polaire lijry= o 
de (x) par rapport à la conique fondamentale. 

Le point (x) est équidistanl de toits les points appartenant à une 
même conique tangente à la conique fondamentale aux deujc points 
d'intersection avec la polaire du point (x). 

Ce sont par conséquent ces coniques que, pour employer la terminologie 
habituelle, nous devons désigner, relativement à notre détermination 
métrique, sous le nom de cercles. Le point (x) en est le centre commun. 
Par rayon du cercle, nous entendrons la distance de Tun quelconque des 
points (y) au centre (.r), c'est-à-dire l'expression 

'2 ic arc cos k, 

Parmi ces cercles, décrits autour de (x) comme centre, se trouve en par- 
ticulier la polaire du point (x) correspondant à A == o et, par conséquent, 
à un rayon égal à izic. Ensuite il se trouve parmi eux (pour A' = i) un 
cercle de rayon nul, formé par le couple des tangentes à la conique fon- 
damentale issues de {x). La distance entre deux points situés sur l'une 
de ces tangentes est, on effet, toujours nulle, car ces points forment 
avec les points d'intersection de la conique fondamentale avec la droite qui 
les joint, le rapport anharmonique -hi, à moins qu'on n'attribue à la 
constante c une valeur infiniment grande, ce qui n'est pas admissible ici, 
car alors la distance de tous les points non situés sur une tangente à la co- 
nique serait infiniment grande. 11 est naturellement permis, pour la déter- 
mination n^étrique sur les tangentes à la conique, d'attribuer à c une valeur 
particulière infiniment grande. Mais alors cette détermination métrique 
n'est plus coniparable à la métrique générale — . Enfin, parmi les cercles 
concentriques en question, il en est un de rayon infiniment grand corres- 
pondant à A = 30. Celui-ci est précisément la conique fondamentale elle- 
même, attendu que, sur chaque droite passant par (jt), les deux points 
d'intersection avec la conique fondamentale sont les deux points à l'infini : 

La conique fondamentale est le lieu des points infiniment distants 
d'un point quelconque. 
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Des considérations tout à fait analogues à celles qui précèdent, relatives 
aux points du plan, peuvent être énoncées immédiatement pour les droites 
du plan. 

Les droites qui forment le même angle avec une droite fixe (u) en- 
veloppent des coniques tangentes à la conique fondamentale aux deux 
points d* intersection avec (w); par conséquent y parmi ces coniques se 
trouve le pôle de (u) (^regardé comme faisceau de rayons). Les droites 
qui passent par l'un des points d'intersection de la conique fonda- 
mentale avec (u) forment avec (w) un angle égal à zéro. Les tangentes 
à la conique fondamentale forment avec (w) un angle infiniment 
grand. 

Par conséquent, les coniques qui ont un double contact avec la conique 
fondamentale sont en même temps le lieu des points équidistants d'un 
point fixe, le pôle de la corde qui joint les points de contact, et l'enveloppe 
des droites qui coupent sous un angle constant une droite fixe, la corde 
qui joint les points de contact. Voici une autre remarque. On désignera 
sous le nom de parallèles les lignes qui se coupent à distance infinie, c'est- 
à-dire sur la conique fondamentale. L'angle de deux lignes parallèles est 
égal à zéro. Mais rien ne s'oppose à ce que, pour un faisceau de lignes pa- 
rallèles, en attribuant à c une valeur infiniment grande, nous n'introdui- 
sions une détermination métrique spéciale. Quand nous parlons de la 
distance (*) entre deux parallèles dans la Géométrie habituelle, parabo- 
lique, cela revient à l'introduction d'une pareille détermination métrique 
spéciale. 

IX. 

SUR LES TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DU PLAN QUI JOUENT LE RÔLE 

DES DÉPLACEMENTS. 

Une section conique jouit de la propriété de se transformer en elle-même 
par une triple infinité de transformations linéaires du plan. En effet, il 
existe ex' transformations linéaires dans le plan, et il y a seulement cx^ sec- 
tions coniques, en sorte que chaque conique peut être transformée en 

(1) C'est une particularité de la Géométrie parabolique que la distance entre deux paral- 
lèles est égale à la distance minima entre deux points mobiles sur chacune d'elles. 

F. K. 

Foc. de r. — XI. G. 5 
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chaque autre, et, par conséquent, aussi en elle-même par ex' transforma- 
tions linéaires. 

Pour une telle transformation linéaire du plan, les points de la conique 
s'échangent entre eux, exactement comme, dans une transformation linéaire 
d'une figure élémentaire à une dimension, les éléments de cette figure 
s'échangent entre eux. Il en résulte que, pour chaque transformation 
linéaire de ce genre, deux points de la conique restent invariables. En 
effet, considérons les deux faisceaux de rayons o{p^^ p^^, p^^, — ) et 
^iPhtPi'i P^f •••)' î^sus d'un point fixe o de la conique et passant par les 
points /?,, P2J Pzj . .., pris à volonté sur cette conique et par les points 
/?', , /?!j, Pj, ..., provenant des derniers par l'effet d'une transformation 
linéaire du plan laissant la conique invariable. Les deux faisceaux sont 
projectifs, car o{p^^p^^p^^ . . .) est projectif avec o'(p\, p[^^ />,, . . .), o' dé- 
signant le transformé de o. Mais ce point o' est, de même que o, un point 
de la conique donnée; par conséquent o\p\y p[^^ p'^^ . . .) est projectif avec 
o{p\^ /?.j, /?3, ...), et, par suite, ce dernier l'est aussi avec o(/?,, /?,, p^j ...), 
ce qu'il fallait démontrer. Mais si les deux faisceaux o(^p^^ p^^ p^^ . . .) et 
^{P ht Pif P^f •••) sont projectifs, ils doivent alors avoir en commun deux 
rayons 071,^ or.^y et, par conséquent, il existe deux points i:, et Tr^ de la 
conique qui restent invariables dans la transformation. 

Mais, si deux points de la conique fondamentale restent invariables, il en 
est de même de la ligne qui les joint, des tangentes en ces points et de leur 
intersection, et, par suite, de tout le triangle formé par la ligne de jonction 
de ces points et les tangentes en ces points. En prenant ce triangle comme 
triangle de référence, Téquation de la conique est de la forme 

La transformation linéaire par laquelle la conique se transforme en elle- 
même doit, puisqu'elle laisse le triangle invariable, être de la forme 

Comme condition pour que la conique reste invariable dans cette trans- 
formation, il vient 

et, comme cela ne fait qu'une condition en tre les trois variables homogènes a 
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il existe donc une infinité simple de transformations linéaires qui laissent 
invariables le triangle et la conique. 

Pour ces transformations, le quotient — ^ reste invariable, quelle que 
soit sa valeur. Par conséquent, toutes les coniques de la forme 

sont transformées en elles-mêmes par ces mêmes transformations (*). 

Maintenant, les transformations linéaires du plan ainsi définies, qui 
transforment en elle-même la conique, se partagent, en tant qu'elles sont 
réelles, en deux groupes. Les transformations du premier groupe peuvent 
être engendrées par la répétition d*une transformation réelle infinité- 
simale de la même espèce y celles du second groupe ne le peuvent pas. 

Ainsi, par exemple, si la conique fondamentale est réelle, et s'il en est de 
même des deux points fixes ir^, 7:2, situés sur cette conique, on a alors une 
transformation du premier ou bien du second groupe, selon que ol^ = sJol^ol.^ 
oubiena3 = — yJoi^oL^. Dans le dernier cas, le segment 'ît^Tij empiète sur 
chaque couple de points correspondants de la conique; dans le premier cas, 
c'est le contraire. 

Ce sont les transformations du premier groupe, pour lesquelles la section 
conique reste inaltérée, que nous désignerons sous le nom de déplacements 
du plan. En effet, ces transformations deviennent le cycle des déplacements 
réels du plan lorsque nous particularisons d'une manière convenable la 
conique fondamentale de telle sorte que la détermination métrique se rap- 
portant à cette conique se transforme en la détermination métrique habi- 
tuelle (^). 

D'après cette définition, nous pouvons énoncer de la manière suivante le 
théorème déjà démontré que, pour la transformation linéaire qui transforme 
en elle-même la conique donnée, une infinité de coniques restent invariables : 

Dans un déplacement du plan , non seulement la conique fondamentale 
est transformée en elle-même^ mais il en est encore de même pour 



(1) II en résulte, en passant, que les transformations linéaires ne transforment pas toutes 
une conique en elle-même; mais, si une transformation a cette propriété pour une conique, 
elle l'a aussi pour une infinité de coniques. F. K. 

(<) L'autre classe de transformations de la conique en elle-même fournit, lors de ce passage, 
les transformations du plan qui changent les figures du plan en figures inversement con- 
gruentes à celles-là et situées n'importe où. F. K. 
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chaque conique {chaque cercle) qui lui est tangente aux deux points 
qui restent fixes. 

Parmi ces coniques se trouve notamment le point x^ = o, x^^= o, le 
centre commun des cercles. Nous dirons que le déplacement est une rota- 
tion du plan autour de ce centre. 

D'où ce théorème : 

Chaque déplacement du plan consiste en une rotation autour d^un 
point. Tous les autres points décrivent des cercles concentriques autour 
de ce point comme centre. 

Il est à peine besoin d'insister sur ce fait que, dans le déplacement, la 
polaire du centre de rotation joue le même rôle, au point de vue dualîstique, 
que le centre, et que, par conséquent, relativement à notre détermination 
métrique, le déplacement est une conception dualislique par rapport à 
elle-même. Cette dualité disparaît seulement lorsque, pour obtenir la 
Géométrie parabolique, nous particularisons d'une manière non dualistiqne 
la conique fondamentale. 

Parmi les déplacements du plan, il y a encore un cas à distinguer : c^est 
celui qui se présente lorsque le centre de rotation s'éloigne à Tinfini, c'est- 
à-dire sur la conique fondamentale. 

Les cercles qui sont alors décrits par les différents points du plan sont 
des coniques qui ont au centre, avec la conique fondamentale, un contact 
quadriponctuel. Le genre de déplacement qui correspond à cette hypothèse 
pour la détermination métrique habituelle est désigné sous le nom de 
translation (*). On voit maintenant que, si l'on définit les déplacements 
du plan comme on vient de le faire, on a le théorème suivant : 

Dans les déplacements du plan, les rapports métriques restent inal- 
térés. 

En effet, puisque lors d'un déplacement la conique fondamentale est 
transformée en elle-même, il en sera alors de même du rapport anharmo- 
nique de deux points et des deux points d'intersection de la ligne qui 
les joint avec la conique fondamentale. Par conséquent, il en est encore de 



(}) C'est une particularité introduite par le choix particulier de la conique fondamentale 
que, dans le cas de la Géométrie parabolique, les translations forment un groupe fermé et 
que deux translations quelconques sont échangeables. F. K. 
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même du produit d'une constante par le logarithme du rapport anharmo- 
nique, c'est-à-dire de la distance des deux points. On a un résultat ana- 
logue pour l'angle de deux droites. 

Cela a lieu, non seulement pour les déplacements du plan, mais encore, 
et pour les mêmes raisons, pour les transformations de seconde espèce qui 
transforment en elle-même la conique fondamentale. 

Enfin, il existe quelque chose d'analogue pour les transformations réci- 
proques (dualistiques), qui transforment en elle-même la conique fonda- 
mentale, et notamment pour la transformation par polaires réciproques, en 
prenant cette conique pour directrice. En effet, à deux points et aux points 
d'intersection de la ligne qui les joint avec la conique fondamentale, qui 
sont entre eux dans un certain rapport anharmonique, correspondent, en 
vertu de ces transformations, deux droites et les deux tangentes menées de 
leur point d'intersection à la conique fondamentale, qui forment entre elles 
le même rapport anharmonique. 

Par conséquent, si nous prenons les deux constantes c et c' (§ VIII) des 
deux déterminations métriques égales entre elles, nous aurons le théorème 
suivant : 

La distance de deux points est égale à V angle des droites correspon- 
dantes y et réciproquement; 

et, en particulier : 

La distance de deux points est égale à V angle de leurs polaires. 

Nous ne ferons pas davantage usage ici de ces théorèmes, et nous revien- 
drons seulement encore une fois sur le dernier dans le paragraphe suivant. 

En effet, ce dernier théorème comprend le suivant, qui appartient à la 
Géométrie de la sphère : Les côtés et les angles d'un triangle sphérique 
s'échangent entre eux quand on passe au triangle polaire (*). 

X. 

LA DÉTERMINATION MÉTRIQUE PROJECTIVE GÉNÉRALE RELATIVE AUX FAISCEAUX 

DE RAYONS ET DE PLANS. 

En procédant comme nous avons fait dans les deux paragraphes précé- 
dents pour établir la détermination métrique générale projective pour le 
plan, on pourra établir la métrique pour l'autre figure élémentaire à deux 

(») Comparer CkYLEy (loc, cit.). F. K. 
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dimensions, le point (considéré comme faisceau de plans et de rayons). 
Dans cette détermination, au lieu de la conique fondamentale, on emploiera 
//// cône fondamental du second degré. Comme angle de deux droites qui 
se coupent au sommet du cône, on devra prendre le logarithme, multiplié 
par une constante c, du rapport anharmonique formé par les deux droites 
et par les deux génératrices du cône situées dans le même plan que ces 
droites ; comme angle de deux plans passant par le sommet, on devra 
prendre le logarithme, multiplié par une (autre) constante c', du rapport 
anharmonique formé par les deux plans et les deux plans tangents au cône 
fondamenlal qui passent par Tintersection des deux premiers plans. 
• L'expression analytique de cette détermination métrique est exactement 
la même que celle qui a été précédemment établie pour le plan. Il suffît 
d'attribuer aux coordonnées respectives (a:), (y) ou (m), (p) relatives au 
plan la signification de coordonnées de rayons et de plans relatives au 
point. De même, sans entrer en plus de détails, tous les développements 
exposés pour le plan peuvent être appliqués au point ; nous n'en dirons 
pas davantage. 

Il est maintenant aisé de voir que la détermination métrique habituelle 
relative au point (*), c'est-à-dire le procédé que Ton emploie d'ordinaire 
pour mesurer Tangle de droites ou de plans qui passent par un point, est 
compris comme cas particulier dans cette détermination métrique générale. 

Cette détermination habituelle emploie comme cône fondamental du 
second degré le cône qui, ayant le point en question comme sommet y 
passe par le cercle imaginaire à V infini (^). De plus y on y suppose que 

les deux constantes c et d sont égales à ^-^ ('). 



(1) D'habitude on ne parle pas de la délermination métrique relative au point, mais 
plutôt de la détermination métrique relative à une sphère (de rayon i) décrite autour de 
ce point comme centre. La première manière de s'exprimer a paru préférable dans le texte, 
parce que le point est la figure élémentaire avec laquelle opère la Géométrie projective. Il 
ne faut pas ici négliger de faire une distinction, qui se présente déjà lorsqu'au lieu de la dé- 
termination métrique relative au faisceau de rayons on parle de la détermination métrique 
relative au cercle. A chaque droite passant par le point (à chaque rayon du faisceau) cor- 
respondent deux points de la sphère (du cercle). Ainsi, pour la détermination métrique re- 
lative à la sphère (au cercle), il s'introduit une distinction qui produirait des complica- 
tions inutiles. F. K. 

(') S'il s'agissait de Géométries elliptique et hyperbolique, on remplacerait ce membre 
de phrase par : ... le cône tangentiel qui, ayant ce point pour sommet, touche la surface du 
second degré située à l'infini. F. K. 

(') C'est là la valeur que Cayley attribue toujours aux constantes qu'il emploie. F. K. 
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En effet, relativement à un système de coordonnées rectangulaires, le 
cône ayant ce point pour sommet et passant par le cercle imaginaire à Tin- 
fini est représenté par 

ou, en coordonnées plans par 



m' -h t'* -f- IV' =z o. 



Pour les angles respectifs formés par deux droites de coordonnées 
(x, y, z), (o^%y, ^') et deux plans (w, r, w), (u\ p', w') nous obtenons 

donc, d'après les formules du paragraphe VIII, en y posant c = c' = —^ — > 



arc cos 



a:x' -+- yy H- zz' 



et 



arc cos 



UU' -\- (V'4- HHV' 



V^M*H- r*-l- iv*v^w'*H- r'*-h tv'* 



ce qui est bien la détermination angulaire habituelle. La polaire d'un plan 
passant par le point, relativement au cône fondamental, est la droite per- 
pendiculaire au plan en ce point. Le dernier théorème du paragraphe pré- 
cédent devient donc le suivant : L'angle de deux plans est égal à l'angle de 
leurs normales. C'est sur ce théorème que repose le principe, appHqué en 
Géométrie sphcrique, suivant lequel, dans un triangle sphérique et son 
triangle polaire, les rapports métriques sont dualistiquemenl les mêmes, 
c'est-à-dire sont les mêmes lorsqu'on remplace les côtés par les angles, et 
vice versa, 

XL 

LA DÉTERMLNATIOX MÉTRIQUE DANS LE PLAIÇ RELATIVE A UNE CONIQUE 
F0NDAME?«TALE IMAGINAIRE. LA GÉOMÉTRIE ELLIPTIQUE. 

La détermination métrique habituelle relative au point est une image de 
la manière dont se présente, en définitive, la détermination projective rela- 
tive au point et au plan lorsque le cône fondamental ou la conique fonda- 
mentale sont imaginaires. L'unique particularisation qui a lieu dans la dé- 
termination métrique projective habituelle relative au point, c'est que les 

deux constantes c et c' sont prises égales à ^~~' « Si nous les prenions d'une 



Cïï.^O F. KLEÎN. 



nianicTcplus générale, égales à c, yj— i et c\ yj— i , les différences de mesure 
seraient simplement affectées des facteurs 2C^ et 2,c\y 

2 Cl arc cos -^ 



2Ci arc cos 






v/«* -h t'* -+- tv* y/w'* -+- i''* -+- i» 



/« 



expressions sur lesquelles on peut, sans insister davantage, faire reposer 
les mêmes développements que sur les expressions primitives. 

Par conséquent, si Ton donne dans le plan une conique fondamentale 
imaginaire, la longueur de chaque ligne réelle est finie, et il en est de même 
de la somme des angles dans le faisceau de rayons. Si nous conservons les 
notations c< et c\ pour les constantes c et c' divisées par / (*), la longueur 
de la droite est égale à 20^1:, et la somme des angles du faisceau est égale 



a 2 c. 7c. 



Il n'existe ici ni points réels à Tinfini, ni lignes réelles formant avec 
d'autres un angle infiniment grand. Par suite, toutes les relations entre 
angles formés par des lignes et par des plans qui passent par un point s'ap- 
pliquent, dans le plan, aux dislances de points et aux angles formés par 
des droites, pourvu seulement qu'on divise préalablement les distances 
par 2c,, les angles par 2c\. La trigonométrie plane fondée sur cette 
détermination métrique sera analogue à la trigonométrie sphériquc, 
avec cette seule différence qu'au lieu des côtés et angles du triangle on 
devra introduire dans les formules les côtés divisés par 2c, et les angles 
divisés par 2c\. 

La détermination métrique relative au plan que l'on vient de décrire 
est maintenant précisément celle que doit admettre la Géométrie elliptique. 
En particulier, afin que la somme des angles du faisceau soit égale à Tt, on 
égalera encore à ^ la constante c',, comme dans la détermination métrique 
habituelle relative au point. La somme des angles du triangle plan est alors, 
comme dans le triangle sphérique, supérieure à 211, et sera seulement égale 
à 27: pour un triangle infiniment petit, et ainsi de suite.... 

D'après cela, nous aurons une image de la partie planimétrique de la 



(1) c et c', en effet, doivent être pris imaginaires pures, pour la même raison que dans 
le paragraphe V, la constante c a été prise imaginaire pure pour les éléments fondamentaux 
imaginaires. F. K. 
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Géométrie elliptique, en concevant que Ton nous donne dans le plan une 
conique imaginaire arbitraire et que cette conique soit prise comme fon- 
dement d'une détermination métrique projcctive. Par exemple, prenons 
la conique suivant laquelle le plan est coupé par le cône dont le sommet 
esl pris en un point déterminé de l'espace, et qui passe par le cercle 

imaginaire à l'infini; puis faisons c et c égaux à ^- — -^ Alors, la distance 

entre deux points oiuji^ngle de deux droites du plan sont respectivement 
égaux à l'angle sous lequel on voit du point que l'on a choisi les deux points 
ou les deux droites. D'autre part, si la Géométrie qui nous est donnée par 
la réalité est la Géométrie elliptique, les points du plan situés à l'infini 
forment une conique imaginaire, et la Géométrie elliptique coïncide avec 
la détermination métrique projective basée sur cette conique. 



XII. 

LA DÉTERMINATION MÉTRlOt'E DANS LE PLAN RELATIVE A UNE CONIQUE 
FONDAMENTALE RÉELLE. LA GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE. 

Maintenant, nous allons supposer qu'une conique fondamentale réelle 
nous soit donnée dans le plan. Cela nous conduira à une détermination 
métrique qui, pour les points situés à l'intérieur de la conique fondamen- 
tale, s'accorde avec les notions de la Géométrie hyperbolique. 

Si la conique fondamentale est réelle, les points réels et les droites du 
plan se partagent respectivement en deux classes. Il y a des points d'où 
l'on peut mener deux tangentes réelles à la conique et d'autres d'où l'on 
ne peut lui mener aucune tangente réelle. On convient de dire que les pre- 
miers sont intérieurs^ les seconds extérieurs à la conique. D'une manière 
analogue, les droites se partagent en deux groupes : celles de l'un coupent 
la conique en deux points réels, celles de l'autre en deux points imagi- 
naires. 

Par analogie avec la Géométrie hyperbolique, nous nous en tiendrons à 
la considération des points intérieurs à la conique et des droites passant 
par ces points. 

Aucun des faisceaux de rayons dont les centres sont situés dans l'espace 
que nous considérons n'a d'éléments réels situés à l'infini. Pour cette rai- 
son, la constante c' sera prise imaginaire pure, =c\i. La somme des 

Fac, de r. — XI. G.6 



G. 42 F. KLEIN. 

angles, dans un faisceau dont le centre est situé à l'intérieur de la conique 
fondamentale, est alors 2.c\tz, 

Au contraire, chaque droite qui traverse le domaine que nous considé- 
rons possède deux points réels situés à distance (logarithmiquemcnt) 
infinie, et qui sont les points d'intersection de la droite en question avec la 
conique fondamentale. C'est pourquoi nous attribuerons à la constante c 
une valeur réelle. 

Grâce à cette fixation des constantes cet c , tous l0g> points qui sont situés 
à rintérieur de la section conique ont entre eux une dislance réelle ; de 
même, toutes les droites qui se coupent à Tintérieur de la conique forment 
entre elles des angles réels. Mais la dislance de deux points séparés par la 
conique fondamentale est imaginaire. La conique fondamentale est le lieu 
des points situés à l'infini. Deux droites qui passent à l'intérieur de la co- 
nique, mais qui se coupent à l'extérieur de celle-ci, forment entre elles un 
angle imaginaire. Entre ces droites et celles qui se coupent intérieurement 
à la conique, il y a un cas de transition ; c'est celui des droites dont l'inter- 
section se trouve sur la conique fondamentale et, par conséquent, à une 
distance infinie, c'est-à-dire que ces droites sont celles que nous avons ap- 
pelées parallèles (paragraphe VIII). Leur angle est égal à zéro. 

Maintenant, concevons que nous nous trouvions n'importe où à Tinté- 
rieur de la conique, et que nous ne puissions éprouver de déplacement 
sur le plan qu'en vertu des transformations linéaires qui laissent invariable 
la conique fondamentale (comparez paragraphes V, IX). Alors nous 
pourrons, de même (pic dans notre détermination métrique habituelle, 
tourner autour de nous-même, et, après une rotation finie, revenir à 
notre position initiale; nous pourrons également, de même que dans notre 
détermination métrique habituelle, parcourir une droite sans interruption 
dans l'un ou Taulre sens. Mais jamais nous n'atteindrons la conique 
fondamentale et nous la dépasserons encore bien moins. Nous sommes 
ainsi relégués à l'intérieur de la conique fondamentale ; la conique limite 
pour nous le plan ; si au delà de celte conique il existe encore ou non une 
portion du plan, c'est ce que nous ne pouvons aucunement décider. Un 
observateur, employant la détermination métrique habituelle, qui nous 
verrait marcher dans la direction de la conique fondamentale, le dépla- 
cement étant effectué par nous conformément à la nouvelle détermination 
métricjue, avec une vitesse constante, remarquerait que nous avançons vi- 
siblement (à partir d'un certain point) de plus^ en plus lentement et que 
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nous n'atteignons jamais la limite qui nous est assignée, la conique fon- 
damentale. 

La Géométrie métrique ainsi décrite correspondra complètement aux 
notions de la Géométrie hyperbolique y si nous égalons à ^ la constante c\^ 
jusqu'ici restée indéterminée, afin que la somme des angles, dans le faisceau 
de rayons, soit égale à ii. Pour nous en assurer, considérons quelques-unes 
des propositions de la Géométrie hyperbolique d'un peu plus près. (Ces pro- 
positions seront écrites entre guillemets.) 

« Par un point du plan on peut mener deux parallèles à une droite 
donnée, c'est-à-dire deux lignes qui rencontrent la droite donnée en des 
points à l'infini ». Ce sont les deux lignes qui joignent le point aux deux 
points d'intersection de la droite donnée avec la conique fondamentale. 

c( L'inclinaison mutuelle des deux parallèles qui, par un point, peuvent 
être menées à une droite donnée, augmente avec la distance du point à 
la droite. Si le point s'éloigne indéfiniment, cette inclinaison deviendra 
égale à ir, c'est-à-dire, en comptant dans l'autre sens, que les deux pa- 
rallèles forment entre elles un angle égal à zéro. » En effet, lorsque le 
point s'éloigne jusqu'à la conique fondamentale, les deux parallèles, comme 
en général deux droites quelconques qui se coupent sur la conique fon- 
damentale, comprennent entre elles un angle égal à zéro. D'où cet autre 
théorème : « L'angle d'une droite avec chacune des droites qui lui sont 
parallèles est égal à zéro ». — Que pour les points situés à distance finie, 
l'angle du parallélisme^ tel que le présente la Géométrie hyperbolique, 
se retrouve aussi dans notre détermination métrique projective, c'est ce 
qui résulte, comme nous le ferons voir dans un instant, de ce que toutes 
les formules trigonométriques coïncident dans les deux cas. 

« La somme des angles d'un triangle est inférieure à 211 ; pour un triangle 
dont les sommets sont infiniment éloignés, celte somme est nulle. » Ce 
dernier point résulte de ce que les sommets de ce triangle sont nécessaire- 
ment situés sur la conique fondamentale et de ce que deux droites quel- 
conques qui se coupent en un point de la conique fondamentale compren- 
nent entre elles un angle égal à zéro. Le premier théorème, qui est rendu 
probable par le fait que pour les triangles infiniment grands cette somme 
est égale à zéro, et, pour les triangles infiniment petits, à 211, est une consé- 
quence des formules trigonométriques que nous indiquerons en détail. 

« Deux perpendiculaires élevées sur une droite ne se coupent pas ». 
Pour nous, d'ailleurs, elles se coupent, à savoir au pôle de la droite. Mais 
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ce pôle est situé dans l'espace extérieur à la conique, espace dont nos dé- 
placements ne peuvent nous faire connaître Texistence. Mais cet espace 
nous pouvons, et c'est ce qui a lieu aussi en Géométrie hyperbolique, 
nous l'adjoindre comme un espace idéal ('), exactement dans le même 
sens qu'en Géométrie parabolique aux éléments du plan qui se présentent 
effectivement l'on adjoint une droite (impropre) située à l'infini. Par là, 
nous n'affirmons absolument rien quant à Texistence de celte portion d'es- 
pace idéal, nous employons seulement ce terme comme une expression 
commode qui n'a en soi rien de contradictoire. 

(( Une circonférence de rayon infiniment grand n'est pas une droite. » 
Une circonférence de rîiyon infiniment grand signifie pour nous une conique 
qui a, avec la coni(]ue fondamentale, un contact quadriponctuel. La droite, 
au contraire, c'esl-à-dire une droite traversant l'intérieur de la conique que 
nous considérons, serait une circonférence dont le centre (le pôle de la 
droite) serait situé dans le domaine idéal du plan, et dont le rayon aurait 
une valeur imaginaire. — Cherchons encore à nous faire une idée de la 
façon dont le plan se transforme en lui-même lorsqu'il éprouve une rota- 
tion autour d'un centre de rotation infiniment éloigné ou situé dans le 
domaine idéal (paragraphe IX). Dans le premier cas, tous les points dé- 
crivent des coniques qui ont entre elles, à distance infinie, un contact 
(juadriponctuel. Dans le second cas, ils décrivent des coniques qui tou- 
chent la conique fondamentale en deux points réels. Parmi ces coniques 
se trouve une droite à distance finie, la polaire du centre idéal de rotation. 
(]ette droite se transforme en elle-même, mais les autres points ne décri- 
vent pas des droites parallèles, comme en Géométrie parabolique, mais des 
coniques (aplaties dans le voisinage de la droite) qui touchent la conique 
fondamentale aux deux points d'intersection avec la droite particulière 
dont il s'agit. 

Knfin, en ce qui concerne les formules trigonométriques qui se pré- 
sentent dans notre détermination métrique actuelle, on les obtient direc- 
tement au moyen des considérations suivantes. Nous avons vu au para- 
graphe XI, qu'en prenant comme base une conique imaginaire dans le plan, 

et en choisissant les constantes c =^ c^ /, c' = c\ i = > Ton obtient une 



(*) Comparer ici notamment les considérations de M. Battaglim, SuUa Geometrûi 
imaginaria di Lobatschewsky {Giornale di Matematichej i, N\ 18G7). F. K. 
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trigonométrie plane dont les formules se déduisent de celles de la trigono- 
métrie sphérique lorsqu'on remplace les côtés par les côtés divisés par 2c, . 
Il en sera de même lorsque l'on prend comme base une conique réelle. Kn 
effet, la légitimité des formules de la trigonométrie sphérique repose sur 
des identités analytiques qui sont indépendantes de la nature du choix fait 
pour la conique fondamentale. L'unique distinction qu'il y ait à faire entre 

le premier cas et celui-ci, c'est que maintenant c^ = - est devenu imagi- 
naire. 

Les formules tri gonomélriqucs applicables à noire détermination 
métrique actuelle se déduisent des formules de la trigonométrie sphé- 
rique en y remplaçant les côtés par les côtés divisés par -. • 

Mais c'est là exactement la même régie que celle d'après la(|uelle on 
établit les formules trigonométriques en Géométrie hyperbolique. La con- 
stante c est la constante caractéristique qui se présente dans la Géométrie 
hyperbolique. On peut dire que, dans l'hypothèse de la Géométrie hyper- 
bolique, la planimétrie a pour image la Géométrie sur une sphère de rayon 

imaii^inaire -:• 

D'après ce qui précède, nous aurons immédiatement une image des 
notions de la Géométrie hyperbolique en construisant une conique quel- 
conque que nous prendrons pour base d'une détermination métrique pro- 
jective. Uéciproquement, si la détermination métrique qui nous est donnée 
par Texpérience est de la nature de la Géométrie hyperbolique, les points 
du plan situés à l'infini forment une conique réelle qui nous entoure, et la 
Géométrie hyperbolique n'est pas autre chose que la détermination métrique 
projective basée sur cette conique. 



XIIL 

LA DÉTERMINATION MÉTRIQUE SPÉCIALE DANS LE PLAN. 

LA GÉOMÉTRIE PARABOLIQUE. 

La détermination métrique relative à la Géométrie parabolique n'est pas 
comprise parmi celles que nous avons traitées jusqu'ici, car elle n'emploie 
aucune conique proprement dite comme figure fondamentale, mais elle est 
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un cas limite de la détermination métrique générale considérée jusqu'ici, 
lorsque la conique fondamentale dégénère en un couple de points. Ce 
couple fondamental de points est, dans la Géométrie parabolique, imagi- 
naire. Ce sont les deux points circulaires imaginaires à l'infini. 

Un couple de points imaginaires peut, soit dit en passant, être regardé 
comme une transition entre une conique réelle et une conique imagi- 
naire, et, pour cette raison, la Géométrie parabolique se présente aussi 
comme cas de transition entre la Géométrie hyperbolique et la Géométrie 
elliptique. Soit donnée, par exemple, une hyperbole dont Taxe non trans- 
verse a une valeur fixe (imaginaire), tandis que Taxe transverse, partant 
d'une valeur donnée, diminue constamment en tendant vers zéro et devient 
ensuite imaginaire. A la limite zéro, les deux branches de Thyperbole se 
transforment en une droite double. Taxe non transverse. Cette ligne rem- 
place la section conique, en tant que celle-ci est engendrée par des points. 
Mais en tant qu'elle est enveloppée par des droites, elle dégénère en deux 
points imaginaires conjugués, situés sur la droite double et dont la distance 
est égale à la longueur de Taxe non transverse resté constant. Toutes les 
tangentes à la conique sont, à la limite, devenues imaginaires, sauf la droite 
qui, maintenant, représente la conique tout entière et qui doit en être 
regardée comme une tangente double. Si ensuite l'axe transverse devient 
imaginaire, la conique ne renferme plus aucun élément réel. 

Quoi qu'il en soit, nous nous proposons d'abord de considérer d'une 
manière générale une détermination métrique dans le plan, qui, au lieu 
d'une conique fondamentale, emploie un couple de points. Une telle 
détermination métrique recevra le nom de détermination métrique spé- 
ciale, par opposition à la détermination métrique générale que nous 
avons traitée jusqu'ici. Il va de soi que, au lieu de la dégénérescence de la 
conique en un couple de points, l'on pourrait aussi traiter la dégénérescence 
de la conique en un couple de droites; si nous nous en tenons ici à la pre- 
mière, en lui donnant un nom particulier, c'est parce que cette dégénéres- 
cence est celle qui définit la Géométrie parabolique. 

Lorsque la conique fondamentale dégénère en un couple de points, la 
métrique de l'angle reste analogue à celle qui a lieu dans le cas général. 
Chaque faisceau de rayons dont le centre n'est pas situé sur la ligne qui 
joint les deux points fondamentaux, c'est-à-dire sur la conique fondamen- 
tale, possède deux rayons fondamentaux distincts, les deux rayons qui 
passent par les points fondamentaux. Au contraire, la détermination de la 



SUR LA GÉOMÉTRIE DITE NOX EUCLIDIENNE. G. 47 

distance entre deux points est ici essentiellement autre que dans le cas 
général. Comme laconique fondamentale consiste ici en une droite double, 
elle est coupée par toutes les lignes droites en un couple de points coïnci- 
dents. La distance à mesurer, tant que la constante c n'a pas une valeur 
infinie, est, par conséquent, nulle. Pour que la distance devienne finie, 
il faut attribuer à c une valeur infiniment grande. Alors, la distance 
deviendra en même temps une fonction algébrique des coordonnées. Mais 
la possibilité de comparer entre eux les segments et les angles, qui avait lieu 
jusqu'ici, disparaît maintenant, ou, plus exactement, les segments ne sont 
plus comparables qu'aux angles infiniment pclits. Même en attribuant à c 
une valeur infiniment grande, la dislance entre des points tels que la droite 
qui les joint passe par un point fondamental, reste égale à zéro. En efiet, 
ces lignes correspondent aux tangentes à la conique primitive. Un angle 
égal à zéro est formé par des droites qui se coupent en un point de la droite 
qui joint les deux points fondamentaux. 

Sous le nom de circonférences , l'on désignera les coniques qui passent 
par les points fondamentaux. Les circonférences concentriques sont celles 
qui se touchent aux deux points fondamentaux. Dans chaque système de 
circonférences concentriques, il s'en* trouve une dont le rayon est infini. Elle 
dégénère en la ligne double qui joint les deux points fondamentaux. Les 
points situés à V infini forment donc ici une droite double. Les cercles ne 
sont plus, comme précédemment, corrélatifs à eux-mêmes au point de vue 
dualislique. Les lignes qui coupent une droite donnée sous un angle con- 
stant n'enveloppent plus un cercle proprement dit, mais un point situé à 
distance infinie. Les cercles dont le centre est infiniment éloigné, qui tou- 
chaient la conique fondamentale en quatre points confondus avec le centre, 
se décomposent ici en la droite de l'infini et une autre droite, et ainsi de 
suite. Tout cela résulte, sans qu'il soit besoin d'y insister, de ce qui a été 
précédemment établi, en passant à la limite. 

De même qu'en prenant pour base une conique nous avons. pu désigner 
un réseau triplement infini de transformations linéaires du plan sous le 
nom de dé place ment s y de même nous pouvons en faire autant ici. Seu- 
lement, maintenant il ne suffit plus de définir les déplacements comme les 
transformations linéaires (ou mieux comme l'une des deux classes formées 
par ces transformations) qui laissent invariable la figure fondamentale. 
En effet, un couple de points est transformé en lui-même, non seulement 
par une infinité triple, mais encore par une infinité quadruple de trans- 
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formations linéaires du plan. Parmi ces dernières, une triple infinité se 
dislingue par ce fait que chacune d'entre elles laisse inaltérés les cercles 
d*un faisceau concentrique. Ceux-ci se partagent de nouveau en deux 
groupes triplement infinis. L'un des groupes comprend les déplacements, 
l'autre les transformations du plan qui transforment les figures planes en 
figures inversement congruentes à ces dernières. Les deux groupes sont 
caractérisés d'une manière simple par ce fait que les déplacements laissent 
inaltéré chacun des deux points fondamentaux, tandis que les autres trans- 
formations échangent entre eux les deux points fondamentaux. Chaque 
déplacement du plan consiste en une rotation autour d'un point. Si le 
déplacement est une translation, c'est-à-dire si le centre de rotation est 
rejeté à Tinfini, alors tous les points du plan décrivent des droites paral- 
lèles, c'est-à-dire des droites qui se coupent en un même point infiniment 
éloigné. Ici se présente la notion de direction: des droites parallèles ont 
même direction. Le déplacement a perdu ce caractère de dualité relati- 
vement à lui-même qu'il possédait dans le cas général. A côté du rapport 
de congruence qui tirait son origine de chacun des déplacements en nombre 
triplement infini, et celui de congruence inverse qui tirait son origine des 
transformations en nombre triplement infini du second groupe, se place 
ici Taffinilé de similitude directe et de similitude inverse qui corres- 
pond au cycle quadruplemenl infini de transformations linéaires, qui laisse 
inaltérée la figure fondamentale. La similitude est directe lorsque les deux 
points fondamentaux restent invariables, inverse lorsque les deux points 
s'échangent entre eux. Dans la similitude, tous les angles restent inaltérés, 
tandis que les distances sont altérées dans la même proportion. Observons 
encore que, par des déplacements, nous pouvons atteindre tous les points 
du plan, sauf ceux de la droite de l'infini. Il n'y a plus ici de domaine idéal 
comme dans le cas d'une conique fondamentale réelle ou, si Ton veut, il se 
confond avec sa fronlière qui, pour cette raison, doit être comptée deux fois. 
La formule analytique qui représente ici la distance de deux points, for- 
mule à laquelle nous nous en tiendrons ici, prend la forme suivante. Soit 
Pj, = p^x^ -h />2^2 H- />8^3 = ^ l'équation de la droite de l'infini ; soit enfin 
P^^= o, la condition pour que la ligne qui joint les points (a;), {y) passe 
par l'un des deux points fondamentaux. Alors la distance des deux points 
sera égale à 
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La distance de deux points est, par conséquent, une fonction algé- 
brique de leurs coordonnées. 

Kn ciïet, Ton lire cette formule de l'expression générale de la distance en 
passant à la limite. I/expression générale peut s'écrire comme il suit 

2fcarc sm - — ^ • •^ « 

i/o P^ 

Or, si (î = o dégénère en un couple de points, il^y.— il^x^yy ^st iden- 
tiquement nul et cela de telle sorte qu'il possède un facteur constant éva- 
nouissant (le discriminant). Si l'on met ce dernier en évidence dans 
iî*'.^ — Qj.j,iiyy, il reste précisément l'expression P^y, c'est-à-dire l'expression 
([ui, égalée à zéro, exprime la condition pour que la ligne qui joint (x) 
et (y) soit une tangente à la conique dégénérée actuelle. Mais, à cause du 
facteur qui s'évanouit, nous pouvons égaler l'arc sinus au sinus lui-même, 
et si nous remplaçons par une nouvelle constante C le produit du facteur 
évanouissant par 2/c, et, ensuite, si nous écrivons respectivement pi oi p'^. 
(puisque p- = o ost l'équation de la conique dégénérée en coordonnées 
ponctuelles) au lieu de (î^j. et Qyy, nous obtenons l'expression précédem- 
ment indiquée. 

L'expression habituelle en géométrie parabolique de la distance de deux 
points s'en déduit immédiatement en désignant les deux points fondamen- 
taux de la môme manière que l'on représente habituellement les deux points 
circulaires à l'infini. Dans la notation habituelle, la droite à l'infini a pour 
équation : constante = o; par conséquent pj; = py sont égales à une con- 
stante /f. Sur cette droite, les points circulaires sont représentés en coor- 
données rectangulaires comme étant les intersections de cette droite avec 
le couple de droites 

La condition pour que deux points (x^y) et {x\ y') soient tels que la 
droite qui les joint passe par un point circulaire à l'infini est alors 

(^-^')'-+-(/-/)'=o. 
Pcir suite, la distance entre les deux points sera égale à 

Enfin, si au lieu de x et j^ on prend des multiples de ces nombres, tels 

Fac. de T. — XI. G. 7 
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fjuc la distance de deux points situés sur Taxe des x ou sur Taxe des y soit 
re{)résenlce précisément par la difTérence des coordonnées respectives, il 
vient 

c'est l'expression habituelle de la distance en coordonnées rectanfjulaires. 
Nous n'entrerons pas ici dans plus de détails pour expliquer comment 
les notions de la géométrie parabolique avec ses points fondamentaux 
imaginaires rentrent dans les considérations générales précédentes (*). 
\ous ferons seulement ressortir ce fait que, pour des points fondamentaux 
imaginaires, les formules trigonométricjues se transforment en les formules 
relatives à la géométrie parabolique et que, par conséquent, la somme des 
angles d'un triangle est exactement égale à 27:, tandis que pour une conique 
fondamentale réelle elle était plus petite, pour une conique fondamentale 
imaginaire plus grande que 21:. 

XIV. 

Dktekmination mktuiqce spéciale dans le plan et ayant un contact en un point 

AVEC UNE détermination MÉTRIQUE GÉNÉRALE. CoURBURE DE CETTE DERNIÈRE. 

De môme que dans le paragraphe VII, nous avons pu assigner sur la 
droite une détermination métrique spéciale qui, en un point et dans le voi- 
sinage de ce point, coïncidait avec une détermination métrique générale 
donnée, et qui avait, comme nous disions, un contact en ce point avec la 
détermination métrique donnée, de même nous pouvons aussi parler d'une 
détermination métrique spéciale dans le plan, tangente en un point à une 
détermination générale donnée. Cette détermination spéciale emploiera 
comme droite de l'inlini la polaire du point donné par rapport à la conique 
fondamentale de la détermination métrique générale et, comme points 
fondamentaux, les deux points de contact des tangentes à la conique fon- 
damentale. Alors, pour les deux déterminations métriques, avec un choix 
convenable des constantes, les déterminations angulaires coïncident com- 
plélement au point donné, et il en est de même aux grandeurs près d'ordre 
supérieur, pour la détermination des distances mutuelles de tous les diffé- 
rents points infiniment voisins du point donné. Les circonférences décrites 

(•) Comparez C\\LV.\ y loc. cit. F. K. 
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dans la détermination métrique générale autour du point de contact donné 
comme centre, autrement dit, par conséquent, les coniques qui ont un 
contact avec la conique fondamentale aux deux points fondamentaux de la 
détermination métrique spéciale, sont aussi des circonférences relativement 
à cette dernière. 

En particulier, la conique fondamentale elle-même qui, pour la détermi- 
nation métrique générale, est le cercle de rayon inliniment grand, sera 
encore un cercle pour la détermination métrique spéciale tangente, mais un 
cercle de rayon fini. Pour la valeur de ce rayon. Ton trouve la constante 2c. 

En effet, sur chacune des droites passant par le point de contact donné, 
la détermination métrique générale donnée et la détermination métrique 
spéciale qui lui est tangente déterminent deux déterminations métriques 
jouissant de la même propriété, c'est-à-dire ayant entre elles une relation 
de contact. Mais les points fondamentaux de la détermination métrique 
générale qui se trouvent sur la droite sont les points d'intersection de la 
d-roite avec la conique fondamentale. Leur distance, mesurée d'après la 
détermination métrique spéciale tangente, est (paragraphe Vil) égale 
à 4^; pai" conséquent, le rayon cherché est égal à 2C. 

Considérons maintenant les deux cas de la détermination métrique géné- 
rale qui ont été traités dans les paragraphes XI et XII, et qui donnent des 
images des géométries elliptique et hyperbolique, c'est-à-dire les cas où 
la conique fondamentale est imaginaire, ou bien est réelle et nous entoure. 

La détermination métrique spéciale, tangente en un point à la détermi- 
nation générale, a, dans les deux cas, des points fondamentaux imaginaires 
puisque la polaire du point de contact ne coupe pas la conique fondamen- 
tale en des points réels. Mais ici, entre les deux modes de détermination 
métrique générale, il y a une différence analogue à celle qui s'est présentée 
au paragraphe VII pour les déterminations métriques en question, relatives 
à la ligne droite. Si la conique fondamentale est imaginaire, la détermi- 
nation métrique spéciale devance la détermination métrique générale, c'est- 
à-dire que la distance d'un point au point de contact, mesurée d'après la 
détermination métrique spéciale, est toujours plus grande que la même 
distance mesurée d'après la détermination mélrique générale donnée. Le 
contraire a lieu lorsque la conique fondamentale est réelle (*). La détermi- 



(*) Ceci n'a lieu que pour Jes points à rinlérieur de la conique fondamentale; pour les 
points à l'extérieur, il peut y avoir aussi bien une avance qu'un relard, selon la direction 
dans laquelle on se déplace. F. K. 
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nation métrique spéciale est en retard sur la détermination métrique générale^. 
Cette avance et ce retard respectifs de la détermination métri(|ue spéciale sur 
la générale seront désignés sous le nom de courbure de la détermination mé- 
trique générale et Ton dira, dans le premier cas, que cette courbure csiposi- 
twCy dans le second, qu'elle est ucgathe. On devra prendre comme mesurr 
de la courbure l'expression qui, d'a[)rés le paragraphe VII, fournit la cour- 
hure de la détermination métricpic générale relativement à une droite 

passant par le point de contact donné, c'est-à-dire — 7—- Cette expression 

est indépendante du point de contact cpie Ton a choisi primitiviMuenl et 
de la droite que Ton a menée par ce point; d'où ce théorème : 

La mesure de la courbure de la délerminalion métrique générale est 
en tous les points la même^ cest-à-dire égale à — y— j- 

Elle est positive pour une conique fondamentale imaginaire {par 
conséquent y dans le cas de la géométrie elliptique) y elle est négative pour 
une conique fondamentale réelle {par conséquent y dans le cas de la géo- 
métrie hyperbolique). 

Pour le cas limite^ lorsque la conique fondamentale dégénère en un 
couple de points imaginaires {cas particulier de la géométrie parabo- 
lique) y la mesure de la courbure est égale à zéro. 

11 s'agit maintenant de démontrer que la définition que nous donnons 
ici de la mesure de la courbure d'une détermination métri(iue plane coïn- 
cide avec celle qu'a donnée Gauss pour la mesure de la courbure de va- 
riétés à deux dimensions. 11 n'y a qu'une différence entre les notions de 
mesure de la courbure, telle qu'elle est exposée ici et dans Gauss; c'est que 
pour Gauss la mesure de la courbure est une propriété permanente de la 
figure géométrique en question, tandis qu'ici c'est seulement une propriété 
de la détermination métrique choisie accidentellement pour la iigun* 
donnée, le plan. 

On sait que la mesure de la courbure de Gauss se calcule au moyen de 
l'expression du carré de l'élément d'arc 

ds' =z E du^ -^2? du dv -h G dv\ 

11 s'agit ici d'abord d'établir l'expression en question. Soit, comme 
toujours, (2 ~ o la conique fondamentale; conservons à û^j. sa signification 
primitive, iljc^t/xj ^Jx,dx désigneront les expressions que l'on lire de ûj.^., 
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Q^y en introduisant les dilTérentielles dx k la place de j^. Or, la distance de 
deux points (x) et (y) était égale à 



2 £c arc Siii ^^ — -^^^-J"^ *J 



v'îOI 



yy 



Si Ton pose ^^= x^ -f- dx„ au lieu de l'expression ci-dessus, on aura, c»n 
négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur. 



/,. arc siii ^^^^:^^^ f ""--- ^ . 



"'■ur.r 



Le carré de l'élément d'arc sera par consécpient 

Nous nous proposons maintenant, à l'aide d'un choix particulier de coor- 
données, de ramener cette expression à une forme plus simple. Puisque la 
coni(}ue fondamentale relative à la détermination métrique spéciale tan- 
gente est un cercle et puisque ensuite, dans les cas en question, les points 
fondamentaux de cette dernière sont, comme dans la détermination mé- 
trique parabolique habituelle, des points imaginaires, nous écrirons l'équa- 
tion de la conique fondamentale sous la forme habituelle de l'équation du 
cercle 

Otte éiiuation se rap[)orte aux coordonnées x, y, qui seront mesurées 
d'après la détermination métrique spéciale tangente; en effet, le rayon du 
cercle fondamental, mesuré d'après la détermination métrique spéciale 
tangente est, comme le suppose la précédente écjuation, égal à ic. 

On aura de plus 

iij:x= ^* -h /■ — 4 c\ ^cix.dx=^ dx' -h dy\ 
^x,dx—J^dx-\-ydy. 

Par consé(juent, l'expression pour le carré de l'élément d'arc sera 

/Tç* — — '1 /•* : : J ■ 

_ , j — (jrf.r — xdy)*+ !\c-{dx^-^ dr*) 
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Si ron introduit ici de nouvelles variables (coordonnées polaires rela- 
tives à la détermination métrique spéciale) en posant 

a: = rcos9, y=r/*sii)9, 
il vient 

qui se transforme en l'expression habituelle, en coordonnées polaires, de 
l'élément d'arc lorsqu'on prend la constante c infiniment grande (*). Si 
Ton compare celte expression avec la formule fondamentale de Gauss, 

r/.v*z=Ec///*4- l¥dudv->rÇjdv\ 

alors F s'évanouit, et E et G dépendent seulement d'une variable, par 
exemple, u. Mais, dans cette hypothèse, on a, pour l'expression de la 
mesure de la courbure K, de Gauss, 

4E'G'.K = E(^y-HG^^-aEG^. 

\ou J au au au^ 



(•) Si l'on fait r constant, il vient 

as = ^ </©. 

/4c«— r« 

l*ar conséquent, la circonférence d'un cercle de rayon r est égale à — * — . 

Mais, cet r ne désigne pas autre chose que le rayon du cercle mesuré d'après la détermi- 
nation métrique spéciale tangente au centre. On obtient le rayon p, mesuré d'après la déter- 
mination métrique générale, au moyen de la formule du texte en remplaçant ds par d^ et en 
faisant d^ égal à zéro, d'où 



uu 



d? 


— 


— 


4 c« dr 


rt 


4c^' 
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r 


= 


•ic 


€'' — I 

£ 



Si l'on introduit celte valeur à la place de /', on obtient, pour la circonférence <lu cercle 
de ravon p, 

formule donnée par Gauss dans sa lettre à Schumacher. La constante A employée par Gauss 
correspond exactement à la constante c employée ici. 
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Kn remplaçant E, G par leurs valeurs, 
il vient 



K=: 



1 



4c« 



c'est-à-dire la même valeur que nous aidons établie précédemment. 
Par conséquent, la mesure de la courbure étant entendue au sens de 
Gauss, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Suivant que nous adoptons Vhypothèse d'une Géométrie elliptique, 
hyperbolique ou parabolique^ le plan est une surface à courbure con- 
stantej positiiv'j négatii'e ou nulle. 

Pour cette raison (comme il avait été indiqué au paragraphe 1), en 
prenant comme base la détermination métrique parabolique, la Géométrie 
elliptique trouve son interprétiition sur la sphère ou sur les surfaces qui en 
dérivent par déformation et la Géométrie hyperbolique trouve la sienne 
sur les surfaces à courbure constante négative. 



XV. 

LES UAPPOUTS MUTUELS DES GÉOMÉTRIES ELLIPTIQUE, HYPERBOLIQUE 

ET PARAROLIQUE DANS LE PLAN. 

Dans ce qui précède, nous avons vu que la métrique que suppose la 
Géométrie parabolique ainsi que celles que supposent les Géométries 
elliptique ou hyperbolique dans le plan sont comprises comme cas parti- 
culiers dans la détermination métrique projective générale. La Géo- 
métrie parabolique emploie, comme conicjue fondamentale, un couple de 
points imaginaires qu'on appelle les points circulaires imaginaires à r in- 
fini (*). Le lieu des points infiniment éloignés est une droite double. La 
Géométrie elliptique se rapporte à une conique fondamentale proprement 
dite, mais qui est imaginaire. Enfin la Géométrie hyperbolique est relative 



(*) Nommer ces \iO\iï\.s points à l'injini est une manière de parler qui n'est pas très 
exacte, car Jeur distance à un point quelconque «itué à dislance finie n'est pas infinie, mais 
indéterminée, puisque tous les cercles décriis d'un tel point comme centre renferment ces 
points. F. K. 
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à une c()ni(|iic fondamentale proprement dite, mais qui est réelle (et qui 
nous entoure). 

Dans le voisinaji^e du point (jue nous considérons, que la détermination 
mélri(}ue réelle soit paraholicpie ou liypeiholicjue ou elliptique, les trois 
(îéométries coïncident. Mlles onl, par consécpient, un contact en ce point; 
la (léométrie parabolique fournit la détermination métrique spéciale tan- 
gente pour la Géométrie elliptique comme pour la Géométrie paraho- 
licpie. 

Par conséquent, si Ton nous donne de fait la Géométrie parabolicjue, 
nous pouvons alors immédiatement construire une Géométrie, qui sera pour 
nous une image des notions de la Géométrie liyperbolicjue, en construisant 
avec une conif[ue fondamentale réelle une détermination métrique générale 
qui ait au point que nous envisageons un contact avec la détermination spé- 
ciale donnée. Nous y arrivons en décrivant autour du point que nous con- 
sidérons une circonférence de rayon ic et en basant sur cette circonférence 
une détermination métricpie projective, avec la constante c pour la déter- 
mination de la distance de deux points, et la constante c'— pour la 

détermination de l'angle de deux droites. Cette détermination métrique 
générale se rapproche d'autant plus de la détermination métrique para- 
bolique que c est plus grand; elle coïncide avec elle lorsque c devient 
infini. 

D'une manière tout analogue, nous construirons une Géométrie qui nous 
{)ermettra de concevoir clairement comment se comporte la Géométrie 
elliptique. A cet effet, il suffit d'attribuer à la constante c, employée ci- 
dessus, une valeur imaginaire pure égale à c, i. Cela revient à placer un 
point, au-dessus du point de contact, à la distance r^c, et à regarder 
comme distance de deux points dans le plan, Tangle, multiplié par c,, sous 
lequel on verrait les deux points en les regardant du point fixe. On devra 
prendre pour angle de deux droites du plan l'angle sous lequel on les 
verrait du point fixe. La détermination métrique ainsi établie se rapproche 
d'autant plus exactement de la Géométrie parabolique donnée que c, est 
plus grand, et elle coïncide exactement avec elle lorsque c, devient infini. 

De même, si c'étaient la Géométrie elliptique ou la Géométrie hyperho- 
lique qui nous fussent données en réalité, on pourrait, de cette manière, se 
faire une image des notions respectives qu'entraîneraient avec elles les Géo- 
métries parabolique et hyperbolicjue ou bien parabolique et elliptique. 
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Maintenant, il ne nous reste plus qu'à transporter à l'espace les vérités 
que nous avons analysées jusqu'ici seulement pour les figures élémentaires 
à une et deux dimensions; c'est ce que nous ferons le plus brièvement 
possible. 

XVI. 

LA DÉTERMINATION MÉTRIQUE rROJECTIVE DANS l'eSPACE. 

On prendra comme base de la détermination métrique générale projec- 
tive dans l'espace une surf ace fondamentale du second degré arbitraire- 
ment choisie. 

Alors, pour déterminer la distance de deux points, on les joindra par 
une ligne droite qui rencontrera la surface fondamentale en deux nouveaux 
points qui forment, avec les deux points donnés, un certain rapport anhar- 
monique. Le produit par une constante arbitraire c du logarithme de ce 
rapport anharmonique est ce que Von appellera la distance des deux 
points donnés. 

On détermine, d'une manière analogue, l'angle de deux plans donnés. 
On mènera, par leur intersection, les deux plans tangents à la surface fon- 
damentale. Ceux-ci déterminent, avec les deux plans donnés, un certain 
rapport anharmonique. U angle des deux plans est égal au produit 
d' une constante c\ choisie arbitrairement y par le logarithme de ce rap- 
port anharmonique. 

Par déplacements de V espace on entendra un cycle de transformations 
linéaires qui laissent invariable la surface fondamentale. Une surface du 
second degré reste invariable pour oc° transformations linéaires. Mais 
celles-ci se partagent en deux classes dont l'une comprend un système 
fermé (*) tandis que l'autre n'en comprend pas. Les deux classes peuvent 
être caractérisées au moyen de la manière dont se comportent les généra- 
trices des surfaces relativement aux transformations qui les composent. 
Pour les transformations de la première classe, — ce sont elles que 



(*) L'expression un système fermé [geschlossenes] de transformations correspond 
exactement à ce que l'on nomme, suivant l'usage, dans la théorie des substitutions, un 
groupe de substitutions. Comparez le Mémoire de MM. Klein et Sopiius Lie, Sur les 
transformations linéaires échangeables {Math, Annalen^ t. IV, p. 5o, en particulier 
p. 55-56). L. L. 

Fac. de T. - XL G, 8 
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nous désignerons sous le nom de déplacements (* ) de l'espace, — les deu\ 
systèmes de génératrices rectilignes restent comme tels invariables; dans 
les transformations de la deuxième classe, ces systèmes s'échangent entre 
eux. Il y a 00** déplacements, et ceux-ci laissent inaltérés les rapports mé- 
triques. 

Par sphères, on entendra les courbes du second degré qui touchent 
la surface fondamentale suivant une courbe plane. Le centre de la sphère 
est le pôle du plan qui contient la courbe de ccmtact. La surface fondamen- 
tale elle-même doit être regardée comme une sphère décrite autour d'un 
centre quelconque avec un rayon infini, etc., etc. 

Si l'on considère en particulier les éléments réels de l'espace, on aura à 
distinguer si la surface fondamentale est imaginaire ou réelle et, dans ce 
dernier cas, si elle est réglée ou non. 

Si la surface fondamentale est imaginaire, toutes les lignes droites ont 
une longueur finie, tous les faisceaux de plans ont une somme d'angles 
finie. C'est dans ce cas qu'est comprise la détermination métrique de la Géo- 
métrie elliptique lorsque la constante c' de la détermination angulaire est 

prise égale à —^ — afin que la somme des angles du faisceau soit égale à t.. 

Quant au cas où la surface fondamentale est réelle et réglée et où elle 
est, par conséquent, un hyperboloïde à une nappe, nous ne nous y arrête- 
rons pas davantage ici, car ce cas n'a aucun rapport avec les trois espèces 
de Géométries que nous considérons, les Géométries elliptique, hyperbo- 
lique et parabolique. 

Enfin, si la surface est réelle et non réglée, nous obtiendrons alors, pour 
les points intérieurs à cette surface, une détermination métrique qui com- 
prend la détermination métrique de la Géométrie hyperbolique lorsque 

nous prenons encore la constante c' égale à ~ 

La Géométrie parabolique est comprise dans le cas particulier de la 
détermination métrique générale, qui se présente lorsque la surface fon- 
damentale prend la forme spéciale d'une conique et, en particulier, d'une 
conique imaginaire. La conique fondamentale de la Géométrie parabolique 



(1) J'ai déjà précédemment analysé ces rapports dans un Travail Sur la inécdnicjuc des 
corps rif^ides {Math. Annaien, t. IV', 3, p. 4o3). Je dois ajouter que M. Sclierinj,', dans son 
Mémoire La gravité dans les espaces gaussiens (Gôtt. Nachrichten^ n" 15; 1870), a déjà 
aussi traité les déplacements de l'espace dans le sens de la Géométrie liyperholiquo. 

F. K. 
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est ce que Ton nomme le cercle imaginaire à V infini. C'est dans le carac- 
tère non dualistique de cette particularisalion qu'éprouve la conique fonda- 
mentale qu'il faut chercher la cause des propriétés non dualisti(iues de la 
Géométrie parabolique. 

On peut encore parler de la courbure d'une détermination métri(|ue 
générale et ainsi de suite, mais ce sont là des sujets que nous ne traiterons 
pas, faute de place. 

Wll. 

LNDÉPENDANCE ENTRE LA GÉOMÉTRIE PROJECTIVE ET LA THEORIE DES PARALLÈLES. 

On pourrait contre tout ce qui précède élever une objection qui, relati- 
vement au mode d'exposition employé jusqu'ici, n'est pas sans fondemenl, 
mais que l'on peut lever de suile. 

En établissant la détermination métrique projective générale, nous 
avons d'abord procédé géométriquement en définissant la distance entre 
deux points, etc., comme h» logarithme d'un certain rapport anharmo- 
nique, et ensuite analytiquement, en introduisant l'emploi de coordonnées 
homogènes. Ces deux choses, rapport anharmonicjue et coordonnées homo- 
gènes, tels qu'on les expose d'ordinaire, présupposent la détermination 
métrique parabolique, où le rapport anharmonique, de même que les coor- 
données homogènes, sont définis comme étant certains rapports entre 
segments de droites. Par conséquent, si la détermination métrique donnée 
en réalité n'était pas la parabolique, on n'aurait pas le droit de parler d'abord 
de ces choses, et toutes les considérations précédentes n'auraient plus 
aucune valeur. 

Mais, au contraire, on peut se convaincre que la Géométrie projective 
est valable, indépendamment de la question de la nature de la détermina- 
tion métrique. 

On pourrait arriver à le démontrer en construisant la Géométrie pro- 
jective d'abord en prenant pour base la Géométrie elliptique, ensuite en 
prenant pour base la Géométrie hyperbolique. 

On y parviendrait sans peine, comme Ton peut s'en rendre compte, en 
remarquant que, pour le point considéré comme faisceau de rayons et de 
plans dans l'espace, lorsque l'on emploie en Géométrie parabolique une 
détermination métrique elliptique, la Géométrie projective subsiste sans 
altération aucune. 
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Mais il est bien plus essentiel de remarquer que la Géométrie projectiKC 
peut être développée complètement en s affranchissant absolument de la 
question de la détermination métrique (*). 

I En effet, pour développer la Géométrie projective et démontrer son 
application dans un espace limité quelconque donné, il suffit de faire dans 
cet espace des constructions qui ne conduisent pas hors de cet espace et 
qui ne concernent que ce que Ton appelle les relations de situation. Les 
rapports anharmoniques naturellement ne doivent pas alors être définis 
comme des rapports de segments, puisque cela supposerait la connaissance 
d'une détermination métrique. Dans les Beitrâge zur Géométrie der 
Laf^e (*), von Staudt a donné les matériaux nécessaires pour définir un 
ra[)port anharmonique comme un pur nombre. Des rapports anharmo- 
niques, nous pouvons ensuite nous élever aux coordonnées homo}j^énos 
ponctuelles et planaires, qui ne sont pas autre chose que les valeurs rela- 
tives de certains rapports anharmoniques, comme von Staudt Ta éj^alemeiil 
démontré ('), et comme Fiedler (^) Ha récemment prouvé de nouveau. 
La question de savoir si, pour toutes les valeurs réelles des coordonnées, 
on peut aussi trouver des éléments d'espace correspondants, reste indécise. 
Si cela n'a pas lieu, rien n'empêche, pour répondre à ces valeurs des coor- 
données, d'adjoindre aux éléments effectifs de l'espace des éléments 
impropres. C'est ce qui se fait en Géométrie parabolique lorsque l'on parle 
du plan à l'infini. Si l'on prenait pour base la Géométrie hyperbolique, 
c'est toute une portion d'espace que l'on aurait à adjoindre. Au contraire, 
dans la Géométrie elliptique, il n'y aurfiit lieu à aucune adjonction d'élé- 
ments impropres.] 

XVIll. 

COMMENT DE LA GÉOMÉTRIE PROJECTIVE ON DÉDUIT LES TROIS ESPÈCES DE GÉOMÉTRIES : 

ELLIPTIQUE, HYPERBOLIQUE ET PARABOLIQUE. 

[La Géométrie projective étant ainsi développée, on pourra établir la 
détermination métrique générale de Cayley. Celle-ci reste sans altération. 



(*) A partir trici, nous reproduisons de nouveau entre crochels la traduction de Houel 
déjà citée. L. L. 

(ï) Paragraphe XXVII, n" 393 F. K. 

(') Loc, cit., paragraphe XXIX, n" 411. F. K. 

C*) Viertel/ahreschrift der naturforschemlen Gesellschaft de Zurich^ t. \V, p. '.>. ; 
1871. — Géométrie descriptive de Fiedler, i"* édit., Teubner, Leipzig: 1871. F. K. 
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comme nous l'avons indiqué plus haut, lorsqu'on opère des transformations 
linéaires en nombre sextuplement infini, et que nous avons appelées les 
déplacements de Vespace\^ et cette détermination métrique peut être pré- 
cisément regardée comme tirant son origine du cycle de ces transforma- 
lions linéaires (paragraphes II et III). 

[Passons maintenant à la considération des déplacements elTectifs dans 
l'espace et de la détermination métrique fondée sur ces déplacements. On 
voit que les déplacements en nombre sextuplement infini sont autant de 
transformations linéaires. Ces déplacements laissent, en outre, invariable 
une surface, la surface des points à Tinfini]. Mais, comme l'on peut le 
démontrer facilement, il n'y a pas de surfaces qui soient transformées en 
elles-mêmes par une infinité sextuple de transformations linéaires autres 
cpie les surfaces du second degré et leurs variétés. Les points à l'infini 
forment, par conséquent, une surface du second degré et les déplacements 
de l'espace sont compris dans le cycle précité de transformations linéaires 
en nombre sextuplem(*nt infini qui laissent invariable une surface du second 
degré. Pour cette raison, la détermination métrique donnée (en réalité) 
par les déplacements est comprise dans la détermination métrique générale 
[)rojective. [Tandis que celte dernière se rapporte à une surface du second 
degré que l'on peut choisir à volonté, cette surface, pour la première 
détermination, est donnée une fois pour toutes. 

L'espèce de cette surface du second degré, qui doit servir de base à la 
détermination métrique elfective, peut être maintenant définie avec plus de 
précision. Remarquons qu'un plan tournant constamment autour d'un axe 
de rotation situé dans ce plan, à distance finie, reviendra à sa position ini- 
tiale. Gela veut dire que les deux plans tangents que l'on peut mener à la 
surface fondamentale par une droite située à distance finie sont imagi- 
naires; car, s'ils étaient réels, il se trouverait dans le faisceau de plans cor- 
respondant deux plans réels à l'infini (c'est-à-dire des plans formant avec 
tous les autres un angle infiniment grand), et alors aucune rotation conti- 
nuée dans un même sens ne pourrait ramener un plan du faisceau à sa posi- 
tion initiale.] 

Maintenant, pour que ces plans soient imaginaires ou, ce fpii est la 
même chose, pour que le cône tangent à la surface fondamentale, ayant 
son sommet en un point de l'espace (qui nous soit accessible par des dépla- 
cements), soit imaginaire, on peut imaginer trois cas et ri(M) (pie trois : 
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I 1° La surface fondamentale est infai^inairc, ce (pii donne la (léonn'- 
trie ellipliqne ; 

'1"^ La sur face fondamentale est réelle, non réglée et nous etnironnr, 
(resl l'hypothèse de la (léoniélrie hyperholique; 

3'* (Cas LLMiTE.) — La surface fondametitale di'iiénère en unr courbe 
ima^^inaire. C'est Thypollièse do la (îéoinélrie paraholicpie ordinaiie.] 

Nous sommes ainsi conduits pn'cisémenl aux Irois soiles de ( Iroinélries 
que Ton a établies, comme nous TaNions dit au l\irai^n'apho I, <'u parlant 
de considérations toutes dinérenles. 
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DEUX CLASSES DE SURFACES 



011 ENGENDRENT 



PAR UN MOUVEMENT HÉLICOÏDAL 



UNE FAMILLE DE LAMfc, 



PAR Luir.i BIANCHI. 



1. Plusieurs Géomètres se sont occupés de la reclicrche des syslcmes 
triples orthogonaux, dans lesquels les surfaces d'une famille sont con- 
gruentes. En particulier, M. Petol, dans une Note insérée en 1894 aux 
Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences , t. CXVIIl, 
p. 1409, a donné une propriété caractéristique dos surfaces qui engendrent, 
par un déplacement hélicoïdîil, une famille de Lamé. Je me permets de 
rappeler ici l'attention sur deux classes remarquables de ces systèmes, que 
j'avais rencontrées dans mes anciennes recherches sur les systèmes de 
Dupin, et qui semblent avoir échappé aux Géomètres dans leurs recherches 
postérieures. 

2. Dans un Mémoire de 1884, inséré au Tome XIII, 2** série, des Annali 
di Malematica^ j'ai démontré Texistence de familles de Lamé, dépen- 
dantes de deux fonctions arbitraires, composées de surfaces hélicoïdales 
qui ont même axe et même pas. 

Le mouvement hélicoïdal, qui fait glisser les hélicoïdes sur eux-mêmes, 
échange entre elles les surfaces de chacune des deux autres familles, qui 
sont donc composées de surfaces congruentes. 

La détermination de ces systèmes hélicoïdaux dépend d'une équation 
aux dérivées partielles du second ordre, que Ton forme de la manière 
suivante : Prenons Taxe des hélicoïdes pour axe O:; et soit 

(I) 5 = 9(.r, /) 

Fac. de T. ^ \\. H.I 
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l'équation de leurs profils méridiens dans le plan Oxz^ en indiquant par / 
un paramètre qui fait, en variant, changer la forme du profil. Si Ton 
donne aux oo* courbes (i) un mouvement hélicoïdal de pas 2Tzm autour 
de O5, on obtiendra une famille hélicoïdale de Lamé, lorsque la fonction 
<p(a;, /) satisfera, par un choix convenable du paramètre /, à l'équation du 
second ordre 

d 



(^) é. 



bîriajV^-"-®'- 



3. On obtient une intégrale particulière assez remarquable de l'équa- 
tion (2) en cherchant si les profils (i) peuvent être congruents par transla- 
tion le long de l'axe Oz. Cela donne 

h désignant une constante et l'équation (2) exprime alors que l'hélicoïde a 

la courbure constante et égale à —j- • Les surfaces des deux autres familles 

sont aussi des hélicoïdes congruents à courbure constante, avec même axe 
hélicoïdal, mais de pas différent. L'élément linéaire de l'espace, rapporté 
à un tel système triple orthogonal (w, c', w), prend la forme caractéristique 

(3) </5*= A*sn*(w 4- (^ 4- w)du^-\- B*cn*(w -+- (^ -\-w)dv^-^ Odn^(u 4- r 4- iv) é/^v*, 

les constantes A, B, C étant liées au module k des fonctions elliptiques par 

la relation 

^-~ ^ ± 
A« ~ B» "^ C» ' 

Pour les courbures totales K,, Kj, K3 des surfaces Uy p, w on trouve 

^* jc ^* v ' . 

ainsi donc : Toute sur/ace hélicoïdale à courbure constante engendre, 
par rotation autour de son axe y une famille de Lamé et les surfaces des 
deux autres famillesy qui complètent le système triple orthogonal^ sont 
aussi des hélicoïdes congruents à courbure constante. Dans l'une des 
familles la courbure est positiçCy négative dans les deux autres^ et lu 
somme des trois courbures est nulle. 
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Nous signalerons encore, pour le système triple orthogonal (3), le cas où 

alors les courbes (iv) ont le rayon de première courbure constant égal à C, 
et les hélicoïdes w = const. sont applicables sur la surface de révolution 
engendrée par la tractrice (pseudosphère) de telle sorte que les hélices 
correspondent aux parallèles. 

4. J'ai emprunté les résultats précédents à mon ancien Mémoire. Je vais 
maintenant y ajouter quelques considérations, ayant pour but de définir, 
dans les systèmes triples orthogonaux en question, les surfaces des deux 
autres familles. 

Soit S une telle surface. Elle est caractérisée par ce fait que tous les 
points d'une ligne de courbure C de S, dans un des systèmes, décrivent, 
par le mouvement hélicoïdal, des hélices qui coupent orthogonalement la 
courbe C. Tout le long d'une telle ligne de courbure C on devra donc avoir 

( 4 ) xdy — y dx -\- nid:} z=z o, 

c'est-à-dire, avec les notations de Monge pour la surface S, 

dx : df^inx -h niq \ y — ntp. 

En portant ces valeurs de rfx, dy dans l'équation différentielle des lignes 
de courbure, nous trouvons, comme équation caractéristique pour la sur- 
face S, l'équation d'Ampère 

( (.r -+- niqY[pqr — (i -+-/)').ç] 4-(.r -+- m^)(/ — mp)[{\ 4-y*)r— (i-\- p^)t\ 

( -H ( J — mpy[{i 4- (]^)s —pqt] - o. 

Toute surface S intégrale de cette équation engendre, par déplacement 
hélicoïdal de pas 27:m autour de O^, une famille de Lamé, chaque ligne 
de courbure, dans un système, de S engendrant un hélicoïde, qui coupe 
orthogonalement suivant des lignes de courbure les positions successives 
de S. 

L'équation (5) appartient à cette classe d'équations d'Ampère, con- 
sidérée par MM. Du Bois-Reymond et Lie, dont les lignes caractéristiques 
sur chaque surface intégrale sont les lignes de courbure ('). Le théorème 

(*) Voir GouRSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérii^ées partielles du 
second ordre, t. 1. p. i06. 
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général, démontré par M. Goursat au n"^ 85 de son Traité, prouvant que 
deux caractéristiques, appartenant à des systèmes différents, déterminent 
une surface intégrale et une seule, reçoit ici une interprétation géométrique 
dans la proposition suivante : 

Etant donnée une surface hélicoïdale quelconque 2, prenons une 
courbe C, qui coupe 2 orthogonalement en un point et soit trajectoire 
orthogonale des hélices décrites par ses poirUs, dans le mouvement héli- 
coïdal de 2, mais du reste arbitraire. 

Il existe une et une seule famille hélicoïdale de Lamé^ comprenante 
et coupant orthogonalement la courbe C. 

5. Rapportons maintenant une de nos surfaces S, intégrale de (5), à ses 
lignes de courbure («, r) et soit 

l'élément linéaire de S. Supposons, conformément à l'équation (4), que 
Ton ait la relation 



En posant 



on trouve ( ' ) 



et, par conséquent. 



ôy ùx ()z 

au *^ ou ou 



ô y ôx ôz 

ov ^ OV C/i' 



dfj ()logG 

du Ou 



en indiquant par ç(V) une fonction de v. 

Maintenant tout point (w,p) de S décrit, par le mouvement hélicoïdal, 

une courbe dont les coordonnées courantes a;, y, z d'un point seront 
données par les équations 

X z=z d^cosiv— y sinw', 
y =: X sinii^ n- y costr, 
z ^=: z -h niiv; 

(*) Il faut, pour cela, se rappeler que ar, ^, z sont des solutions de l'équalion de Laplace 

()îO I c^E ()0 I dG (^0 



Ou Ov 1 K Ov Ou '}. G Ou Ov 
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d'où l'on déduit, pour l'élément linéaire de l'espace, 

ds^ = dx' -h dy^ -+- ^^* = E du^ -+- (1 dv^ -h ( ^- 4- j* 4- m'^ ) dw^ -h 2 G o* ( i') ^f div. 
Posons 



d_ 

) 
et nous aurons 



r dv 



(6) ds^=i E û^//- 4- Ci cpH r) dv^ -+- [^^ -f- j' 4- m- — (i ?*(«')] ^»'S 

ce qui met en évidence le système triple orthogonal, les surfaces w = consL 
étant les hélicoïdes. 

On voit que les coefficients de l'élément linéaire (G) sont des fonctions 
de w et p, — iv. C'est là une propriété caractéristique de ces systèmes, ainsi 
que je l'ai démontré dans mon Mémoire cité. 

6. Je vais maintenant donner un deuxième exemple, où la surface qui 
engendre, par un mouvement hélicoïdal, une famille de Lamé a ses lignes 
de courbure planes dans un système. Ici nous pourrons trouver, par de 
simples quadratures, autant de ces familles que l'on voudra. Je m'appuierai 
pour cela sur les résultats que j'ai établis dans un Mémoire inséré 
en 1890 au Tome XIX des Annali di Matcmatica. Prenons une surface 
hélicoïdale quelconque 2 et une de ses lignes de courbure, soit C. Sur le 
plan normal en un point P de C à l'hélice qui passe par P, traçons une 
courbe arbitraire F, qui coupe 2 orthogonalement en P. Traçons aussi tous 
les plans t:, qui partent de chaque point de G normalement à l'hélice issue 
de ce point. Il résulte, du § 1 du Mémoire cité, qu'il existe une et une seule 
surface S, contenant C et F, comme lignes de courbure, et dont les lignes 
de courbure d'un système sont situées dans les plans -ît. La détermination 
effective de cette surface S exige seulement des quadratures. 

Notre surface S coupe orthogonalement l'hélicoïde 2 le long de la ligne 
de courbure G et, si nous donnons à S le mouvement hélicoïdal qui fait 
glisser 2 sur elle-même, les considérations du § 3 de mon Mémoire prouvent 
que les diverses positions de S appartiennent à une famille de Lamé. Parmi 
les surfaces orthogonales aux Hgnes de courbure planes de S, dans ses 
diverses positions, il n'y a que l'hélicoïde 2 qui glisse sur lui-même, par le 
déplacement hélicoïdal, tandis que les autres surfaces s'échangent, en 
général, entre elles et sont, par conséquent, congruentes. En particulier, 
si la courbe F est un cercle, toutes les lignes de courbure planes sont aussi 
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des cercles et Ton a de la sorte un système cyclique qui admet un mouve- 
ment hélicoïdal. Ces systèmes cycliques sont les systèmes osculateurs, le 
long des surfaces hélicoïdales, des systèmes considérés dans les numéros 
précédents. 

7. Un cas particulier remarquable est le suivant. Prenons une de ces 
surfaces hélicoïdales à courbure constante négative — t^> signalées plus 

haut, dont les hélices sont des horicycles. Si nous traçons, pour tout 
point P de la surface, le cercle de rayon égal à C qui part de P orthogona- 
lement à Thélicoïde et dont le centre coïncide avec le centre de courbure 
géodésique de Thélice issue de P, nous aurons un système cyclique de 
Ribaucour et les surfaces orthogonales aux cercles seront toutes à cour- 
bure constante égale à — pâ* Si l'on excepte la surface initiale, ces sur- 
faces, dont on obtient les équations finies par des quadratures, ne sont pas 
hélicoïdales et sont toutes congruentes entre elles. 

8. A l'exemple du numéro précédent se rattachent les considérations 
suivantes, par lesquelles je termine. 

Considérons une surface hélicoïdale quelconque à courbure constante 

négative — ^\ si d'un point quelconque de la surface comme centre et 

dans le plan tangent, on décrit un cercle de rayon R, tous les cercles ainsi 
obtenus déterminent un système cyclique de Ribaucour et sont normaux à 

une famille de surfaces qui sont toutes à courbure constante — -^^ Ces sur- 
faces, qui sont les complémentaires de Thélicoïde, sont (en exceptant peut- 
être une surface limite) toutes congruentes entre elles à l'égard du dépla- 
cement hélicoïdal. Leurs équations en termes finis s'obtiennent au moyen 
des fonctions elliptiques. Ce ne sont ni des hélicoïdes, ni des surfaces 
d'Enneper (avec un système de lignes de courbure planes). Bien plus, elles 
n'ont, dans aucun des deux systèmes, leurs lignes de courbure sphériques, 
si l'on excepte toutefois un cas particulier remarquable, que j'ai considéré 
dans une Note ancienne sur les systèmes cycliques (Giornale di Materna- 
tichcy t. X\l), et où les équations finies de la surface dépendent seulement 
des fonctions exponentielles. Ce cas se présente lorsque l'on prend pour 
surface initiale une surface hélicoïdale de M. Dini, dont le profil méridien 
est une tractrice admettant l'axe hélicoïdal pour asymptote. Dans le carré 
de l'élément linéaire 
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de cette surface complémentaire de Thélicoïde de M. Dini, où w, p sont les 
paramètres des lignes de courbure, la fonction G est donnée par la relation 

N-4-»\nffU 

lang- 1=001-- u^,in<T. > 

en désignant par a une constante, 2u sina étant le pas du mouvement héli- 
coïdal. Les lignes de courbure u = const. de cette surface sont sphériques. 
Les considérations précédentes établissent la proposition suivante : 

Il existe des sur/aces à courbure constante négative y dont les équa- 
tions en termes finis s^ obtiennent au moyen des fonctions elliptiques, 
qui ne sont ni des hélicoïdes, ni des sur/aces d'Enneper, et qui en- 
gendrent y pctr un déplacement hélicoïdal convenable y une famille de 
Lamé. 

Ajoutons que les surfaces hélicoïdales à courbure constante et les sur- 
faces d'Enneper engendrent à leur tour, par simple rotation autour de leur 
axe, une famille de Lamé. 



Addition à la Note précédente. 

Les résultats contenus dans la première partie de la Note sont susceptibles, ainsi 
que je viens de l'observer, de la généralisation suivante : 

Au lieu d'un groupe à un paramètre de mouvements prenons un groupe à un para- 
mètre Gj de transformations conformes de l'espace. Il est alors aisé d'établir 
l'existence de familles de Lamé, dont tous les individus se déduisent d'une surface 
initiale par les transformations de ce groupe G}. 

Nous rappelons que le groupe Gjo des transformations conformes de l'espace est 
engendré par les dix transformations infinitésimales (^) 

EL, El, àf. ^ÈL-y^l, Jl-,^, y^-x^- 

dx ôy ùz^ ày dz dz dx ^ dx ây' 

TT àf df âf 

Soit maintenant 

xj tàf àf ^ df 

dx ày dz 



(*) Voir Lie-Engel, Transforma tionsgruppen, Bd. II, p. 4^9, et Bd. 111, p. 1H7. 
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une transformation infinitésimale quelconque de G,o» c'est-à-dire une combinaison 
linéaire, homogène, à coefficients constants, des di\ transformations précédentes, et 
considérons le sous-groupe Gj engendré par V. Prenons une surface S, dont les 
lignes de courbure d'un système coupent à angle droit toutes Jes trajectoires du 
groupe Gp issues de leurs points, \insi qu'on le démontre pour des considérations 
analogues à celles du n" 4-, les surfaces de cette espèce sont les intégrales de Téquation 
d'Ampère 

( {r,-^gX,y[{i-^.p^)s^pqr]-\-{r,-^-qX,){\^pX.) 

\ X[{i-^q')r -{i-^ p')t]-^{\-\' plY[pqt-^{x ^ q^)s] = o. 

Or je dis que, si l'on transforme une telle surface S à l'aide du groupe continu G,, 
on obtiendra une famille (S) de Lamé. Il suffit, pour s'en convaincre, de remarquer 
que les transformations de Gi conservent les angles et les lignes de courbure. Il s'en- 
suit que les surfaces (2) engendrées par chaque ligne de seconde courbure de S, sou- 
mise à la transformation continue de Gi, coupent orthogonalement, suivant des ligne<% 
de courbure, les surfaces (S). Le complément donné par M. Darboux au théorème de 
Dupin nous démontre alors qu'il existe une troisième famille, qui complète avec (S) 
et (2) le système triple orthogonal. 



Prenons comme exemple 



ax 



àf àf ,( df c»/w 



Il étant une constante. Alors les trajectoires de G| sont des hélices cylindro-co niques, 
c'est-à-dire des lignes loxodromiques des cônes de révolution autour de l'axe O;;, 
ayant leur sommet à l'origine O, et les surfaces (2) sont des surfaces spirales de 
M. Maurice Lévy (*). Nous voyons ainsi que Von peut former des familles de Lamé 
{qui comprennent deux fonctions arbitraires) avec des surfaces spirales ayant même 
axe et même paramètre. Puisque sur toute surface intégrale de {a) les lignes carac- 
téristiques sont encore les lignes de courbure, on prouvera, comme au u^ 4, que, 
pour définir une telle famille de Lamé, on peut se donner d'une manière arbitraire une 
des surfaces spirales et l'une des courbes G, qui doivent être les trajectoires ortho- 
gonales de la famille, pourvu que les trajectoires du groupe Gj issues des points de G 
coupent cette courbe à angle droit. 

Je terminerai en observant que les considérations générales précédentes sont aussi 
applicables à tout espace à courbure constante, puisqu'un espace de cette nature 
admet une représentation conforme sur l'espace euclidien. En particulier, nous aurons, 
dans tout espace à courbure constante, des familles de Lamé composées de surfaces 
congruentes. 



(') Voir Darboux, Théorie des surfaces^ t. I, p. io8. 
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